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Настоящее пособие составлено для подготовительных курсов факуль- 
тета Вычислительной математики и кибернетики МГУ им. М.В.Ломо- 
носова на основе задач письменных вступительных экзаменов по мате- 
матике в МГУ за 1970-2000 годы. 

Раздел ”Планиметрия” составлен М.В.Федотовым на основе задач 
письменных вступительных экзаменов по математике в МГУ за 1977- 
2000 годы. 

Раздел ”Стереометрия” составлен В.П.Ворониным на основе задач 
письменных вступительных экзаменов по математике в МГУ за 1970- 
2000 годы. 

После номера каждой задачи в скобках идет ссылка - где была дан- 
ная задача. Сначала идет сокращенное название факультета, затем - 
год, в котором была задача (если после года в скобках идет цифра 1 или 
2 - это значит, что эта задача была на весенней олимпиаде факульте- 
та; на мехмате и физфаке весной проходят две олимпиады; на ВМиК, 
геологическом, химическом, географическом факультетах и факультете 
почвоведения - одна олимпиада весной). После точки идет номер задачи 
в варианте (обычно, чем больше номер, тем сложнее задача в данном 
варианте). Например, (ВМиК-98.3) - означает, что задача была в 1998 
году летом на вступительных экзаменах на факультете ВМиК, третьим 
номером в варианте, а (м/м-97(2).1) - означает, что задача была в 1997 
году на второй весенней олимпиаде механико- математического факуль- 
тета первым номером в варианте. Если после номера стоит буква С или 
Н, это означает, что задача давалась по старой или новой программе 
по математике соответственно. 

А теперь сокращения факультетов, принятые в данной книге: 

м/м - механико- математический факультет, 

ВМиК - факультет Вычислительной математики и кибернетики, 

физ - физический факультет, 

хим - химический факультет, 

ВКНМ - Высший колледж наук о материалах, 

биол - биологический факультет, 

почв - факультет почвоведения, 

геол - геологический факультет (.ОГ - отделение общей геологии), 

геогр - географический факультет, 

экон - экономический факультет (.К - отделение экономической ки- 
бернетики, .М - отделение менеджмента, .В - вечернее отделение), 

псих - факультет психологии, 

фил - философский факультет, 

филол - филологический факультет, 


соц - социологический факультет, 
ИСАА - Институт стран Азии и Африки. 


При подготовке даного пособия использовалась следующая литера- 
тура, в которой можно найти решения задач и другие полезные сведе- 
НИЯ. 
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6 Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


ПЛАНИМЕТРИЯ 


$1. Прямоугольные треугольники 


Чтобы решать задачи на прямоугольные треугольники необходимо 
знать следующие формулы и теоремы. 


Теорема Пифагора: а? + 6? = с?, где а,5- катеты прямоугольного 
треугольника, с - гипотенуза. 


Соотношения в прямоугольном треугольнике: 
а=ь- А =. сеВ = с- яп А =с: соз В, 
Ь=а. В =а. СА =с.зт В = с. с0з А, 

а а Ь Ь 


зпА со В ^ а В — сов А" 


Различные формулы площади произвольного треугольника: 


1 
$ = раьзв С, 5 = рей, б=Р б= р ре 5 = Урр-а)(р-5)(р- с). 


48’ 


Здесь и ниже а, 5, с - стороны треугольника, А, В, С - соответствующие 
противоположные им углы, р: - высота, проведенная к стороне с, р- 
полупериметр треугольника, г - радиус вписанной в треугольник окруж- 
ности, А - радиус описанной около треугольника окружности. 


а | с 
Теорема синусов: = == 28. 
ы & зША зшШВ з0С 
Теорема косинусов: а? = + с? — 25ссоз А. 


Биссектриса любого угла треугольника делит противоложную сто- 
рону на части, пропорциональные прилежащим сторонам треугольника. 


Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся в этой 
точке на отрезки, длины которых относятся как 2:1, считая от вершины. 


Планиметрия $1. Прямоугольные треугольники. 7 


Около всякого треугольника можно описать окружность и притом 
только одну. Центр этой окружности лежит в точке пересечения сере- 
динных перпендикуляров, проведенных к сторонам. Причем этот центр 
лежит внутри треугольника, если он остроугольный; вне треугольника, 
если он тупоугольный; на середине гипотенузы, если он прямоугольный. 


Во всякий треугольник можно вписать окружность и притом толь- 
ко одну. Центр этой окружности лежит в точке пересечения биссектрис 
трех углов треугольника, причем всегда внутри треугольника. 


1. (геол.ОГ-83.2) В треугольнике АВС угол ВАС прямой, АВ = 1, 
ВС = 3. Точка К делит сторону АС в отношении 7:1, считая от 
точки А. Что больше: АС' или ВК? 


2. (геол.ОГ-88.1) Катеты прямоугольного треугольника АВС 
АВ =Ъ АС = 2. На АВ как на стороне построен квадрат АВОЕ. 
Определить, что больше: АС + ВС или 3. АБ. 


3. (химфак-95.4) В прямоугольном треугольнике АВС точки Би Е 
лежат соответственно на катетах ВС и АС так, что СО = СЕ = 
1. Точка О есть точка пересечения отрезков АД и ВЕ. Площадь 


треугольника ВОД больше площади треугольника АОЕ на 2. Из- 
вестно, что |АБ| = 10. Найти гипотенузу АВ. 


4. (геогр-77.2) В треугольнике АВС сторона АВ имеет длину 3, вы- 
сота СО, опущенная на сторону АВ, имеет длину УЗ. Основание 
В высоты СЛ лежит на стороне АВ, |АП| = |ВС!. Найти длину 
стороны АС. 


5. (экон.М-97.3) В треугольнике АВС со стороной АВ = \5 из вер- 
шины В к стороне АС проведены медиана ВМ = 2/2 и высота 
ВН = 2. Найти сторону ВС, если известно, что АВС+АСВ < 9%°. 


6. (физфак-94.4) В равнобедренном треугольнике высоты, опущен- 
ные на основание и на боковую сторону, равны соответственно т 
и п. Найти стороны треугольника. 


7. (филолог-90.3) В прямоугольном треугольнике АВС из вершины 
прямого угла С проведена медиана СМ и высота СН. Найдите 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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отношение |АН|: |АМ|, если |[СМ|: |[СН| = 5 : 4 и точка Н 
находится между точками Аи М. 


(филол-98.2) Длина стороны ВС треугольника АВС равна 12. Око- 
ло треугольника описана окружность радиуса 10. Найти длины 
сторон АВ и АС треугольника, если известно, что радиус ОА 
окружности делит сторону ВС на два равных отрезка. 


(ВМиК-89.1) Можно ли разместить прямоугольный треугольник с 
углом 30° и прилежащим катетом Уб внутри круга радиуса 5? 


(физфак-88.2) В прямоугольном треугольнике величина острого 
угла равна а, а радиус окружности, описанной около этого тре- 
угольника, равен А. Найти длину высоты треугольника, опущен- 
ной на гипотенузу. 


(психфак-80.3) В треугольнике АВС угол А прямой, величина угла 
В равна 30°. В треугольник вписана окружность, радиус которой 
равен УЗ. Найти расстояние от вершины С’ до точки касания этой 
окружности с катетом АВ. | 


(почв-89.4) В прямоугольном треугольнике АВС длина катета АВ 
равна 4, а длина катета АС равна 3. Точка О делит гипотенузу 
пополам. Найти расстояние между центрами окружностей, впи- 
санных в треугольник АОС и в треугольник АВО. 


(физфак-95.4) В прямоугольном треугольнике гипотенуза равна с, 
а острый угол равен о. Найти биссектрису прямого угла. 


(физфак-95.4) В треугольнике даны два угла а и Ви радиус В 
описанной окружности. Найти высоту, опущенную из вершины 
третьего угла треугольника. 


(ВМиК-81.3) В треугольнике АВС величина угла ВАС равна п/З, 
длина высоты, опущенной из вершины С'на сторону АВ, равна \/3, 
а радиус окружности, описанной около треугольника АВС, равен 
5. Найти длины сторон треугольника АВС. 


(физфак-97.4) В равнобедренном треугольнике боковая сторона рав- 
на 20, а диаметр описанной окружности равен 25. Найти радиус 
вписанной окружности. 


Планиметрия $31. Прямоугольные треугольники. 9 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


(мехмат-84.3) Из середины Р гипотенузы АВ прямоугольного тре- 
угольника АВС проведен луч, перпендикулярный к гипотенузе 
и пересекающий один из катетов. На нем отложен отрезок РЕ, 
длина которого равна половине длины отрезка АВ. Длина отрез- 
ка СЁ равна | и совпадает с длиной одного из катетов. Найти 
площадь треугольника АВС. Представить приближенное значе- 
ние этой площади в виде десятичной дроби с точностью до 0.01. 


(физфак-83.5) Прямая, параллельная гипотенузе АВ прямоуголь- 
ного треугольника АВС, пересекает катет АС в точке О, а катет 
ВС- в точке Ё, причем длина отрезка ОЕ равна 2, а длина от- 
резка ВЕ равна 1. На гипотенузе взята точка Г так, что |ВЕ| = 1. 
Известно также, что величина угла РСВ равна а. Найти площадь 
треугольника АВС. 


(геол.ОГ-77.4) В прямоугольном треугольнике АВС' биссектриса 
ВЕ прямого угла В делится центром О вписанной окружности в 
отношении |ВО| : |ОЕ| = УЗ : У2. Найти острые углы треуголь- 
ника. 


(геол-83.2) В треугольнике АВС угол ВАС прямой, АВ =1, 

ВС = 2. Биссектриса угла АВС пересекает сторону АС в точке 
Г. С - точка пересечения медиан треугольника АВС. Что больше, 
ВГ или ВС? 


(экон.К-83.4) В треугольнике АВС медианы, проведенные к сто- 
ронам АС и ВС пересекаются под прямым углом. Известно, что 
[АС] = 6, [ВС] = а. Найти длину стороны АВ. 


(физфак-94.6) В треугольнике АВС медианы АД и СЕ взаимно 
перпендикулярны, [АВ| = с, |ВС]| = а. Найти сторону АС. 


(физфак-94.4) В прямоугольном треугольнике отношение радиуса 
вписанной окружности к радиусу описанной окружности равно 2:5. 
Найти острые углы треугольника. 


(ВМиК-88.3) Гипотенуза АВ прямоугольного треугольника АВС 
является хордой окружности радиуса 10. Вершина С лежит на 
диаметре окружности, который параллелен гипотенузе. Угол САВ 
составляет 75°. Найти площадь треугольника АВС. 
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25. (ВМиК-77.2) В треугольнике, один из углов которого равен раз- 
ности двух других, длина меньшей стороны равна 1, а сумма пло- 
щадей квадратов, построенных на двух других сторонах, в два 
раза больше площади описанного около треугольника круга. Най- 
ти длину большей стороны треугольника. 


26. (химфак-97.5) Середины высот треугольника АВС лежат на од- 
ной прямой. Наибольшая сторона треугольника [АВ| = 10. Какое 
максимальное значение может принимать площадь треугольника 


АВС? 


27. (геогр-94.4) Вне прямоугольного треугольника АВС на его кате- 
тах АС и ВС построены квадраты АСОЕ и ВСРС. Продолжение 
медианы СМ треугольчика АВС пересекает прямую ОЕ в точке 
№. Найти длину отрезка СМ, если катеты равны 1 и 4. 


28. (геол.-96.6) Катеты прямоугольного треугольника равны 36 и 48. 
Найти расстояние от центра вписанной в треугольник окружности 
до высоты проведенной к гипотенузе. 


$2. Общие треугольники 


Чтобы решать задачи на общие треугольники необходимо дополни- 
тельно к формулам и теоремам $1 знать следующие формулы и теоремы. 


Соответствующие и накрестлежащие углы при параллельных пря- 
мых равны. 


Теорема Фалеса: Если на одной стороне угла отложены равные меж- 
ду собой отрезки и через них проведены параллельные прямые до пере- 
сечения с другой стороной угла, то на этой стороне отложатся равные 
между собой отрезки. 


Формула медианы треугольника через три стороны: 
2+5? а? 
2 4’ 
где а, 5, с— стороны треугольника, а т.— медиана, проведенная к сто- 


роне а. Эту формулу легко доказать, применив два раза теорему коси- 
нусов. 


2 — 
а = 


т 
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Сформулирем утверждение, которое значительно упрощает решение 
некоторых задач этого параграфа: 


Теорема 1.12 = < въас, где 1. - биссектриса, проведенная к стороне 
а, аь,а‹— отрезки, на которые биссектриса делит сторону а, прилежа- 
щие к сторонам 6 и с соответственно. 


Предлагаем самостоятельно доказать эту теорему. При доказатель- 
стве надо использовать теорему косинусов и сформулированное в $1 
свойство биссектрисы. 


1. (ВМиК-89.1) Можно ли разместить равносторонний треугольник 
со стороной 3 внутри круга радиуса \/107 


2. (ВМиК-89.1) Можно ли разместить круг радиуса \У/17 внутри пра- 
вильного треугольника со стороной 2/11. 


3. (химфак-96.4) В треугольнике АВС сторона АС не длиннее 3, сто- 
рона ВС не длиннее 4, а его площадь не меньше 6. Найти радиус 
описанной около треугольника АВС окружности. 


4. (физфак-89.2) В остроугольном треугольнике площади 5 известны 
величины а и В углов А и В. Найти длину высоты, опущенной на 
сторону, прилежащую к углам Аи В. 


5. (психфак-94.3) В тупоугольном треугольнике АВС на стороне АВ 
длины 14 выбрана точка Г равноудаленная от прямых АС и ВС, а 
на отрезке АГ - точка К равноудаленная от вершин Аи В. Найти 


синус угла АСВ, если |КЁ| = 1, САВ = 45°. 


6. (химфак-79.4) Из точки М, расположенной внутри остроугольного 
треугольника АВС, опущены перпендикуляры на стороны. Дли- 
ны сторон и опущенных на них перпендикуляров соответственно 
равны аи &, фи т, си п. Вычислить отношение площади тре- 
угольника к площади треугольника, вершинами которого служат 
основания перпендикуляров. 


7. (геол.-86.2) Длины сторон АВ, ВС, АС треугольника АВС обра- 
зуют в указанном порядке арифметическую прогрессию. Найти 
отношение высоты треугольника, опущенной на сторону ВС из 
вершины А, к радиусу вписанной окружности. 
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14. 


15. 


16. 
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. (геогр-86.4) Внутри треугольника АВС взята точка К. Известно, 


что АК = 1 КС = \$3, АКС = 120°, АВК = 15°, КВС = 15°. 
Найти длину отрезка ВК. 


. (геол.ОГ-78.4) В треугольнике АВС |АС| = 3, ВАС = 6 и радиус 


описанной окружности равен 2. Доказать, что площадь треуголь- 
ника АВС меньше 3. 


(физфак-93.4) В окружность радиуса К вписан равнобедренный 
треугольник АВС (|АВ| = |ВС]) с углом ВАС, равным а. Найти 
радиус окружности, вписанной в треугольник АВС. 


(геол.ОГ-84.4) В треугольнике АВС АВ = 4, СА = 3, угол С- 
острый. Найти площадь треугольника, если зп(АСВ-АВС) = 5. 


(геол-88.4) Точка О лежит на отрезке АВ так, что АО = 13, 

ОВ = 7. С центром в О проведена окружность радиуса 5. Из Аи В 
к ней проведены касательные, пересекающиеся в точке М, причем 
точки касания лежат` по одну сторону от прямой АВ. Найти радиус 
окружности, описанной около треугольника АМ В. 


(геол-84.4) В треугольнике АВС ВС =4, АВ + АС = 6. Найти 


площадь треугольника АВС, если соз АСВ = 15 


(мехмат-90.1) В треугольнике АВС ВС = 6, АС = 5, АВС = 30°. 
Найдите площадь треугольника, если расстояние от вершины А 


до прямой ВС меньше 7. 
(физфак-95.4) В остроугольном треугольнике АВС ВС = а, 
АС = Ь, АСВ = а. Найти высоту СР и угол АВС. 


(экон-98.6) Вокруг треугольника МК Н описана окружность ради- 
уса г с центром в точке О. Длина стороны НМ равна а. Для сто- 
рон треугольника выполнено соотношение НК? — НМ? = НМ? — 
МК”. Найти площадь треугольника ОГК, где Г. - точка пересе- 
чения медиан треугольника МКН. 


(экон.М-95.5) В треугольнике АВС |АВ| = 6, ВАС = 30°, радиус 
описанной окружности равен 5. Найти сторону АС. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


(социол.-97.2) В треугольнике АВС |АВ| = 4,|ВС! = 5. Из вер- 
шины В проведен отрезок ВМ (МЕ АС), причем АВМ = 45°, 
МВС = 30° 

а) В каком отношении точка М делит сторону АС? 

6) Вычислите длины отрезков АМ и МС. 


(химфак-88.4) В треугольник АВС с длиной стороны ВС равной 9 
вписана окружность, касающаяся стороны ВС в точке О. Извест- 


ты о 
но, что АД = ОС, соз ВСА = 3. Найти длину стороны АС. 


(геол.-94.7) У треугольника известны длины двух сторон а = 2, 

Ь = Зи площадь 5 = 3\/15/4. Медиана, проведенная к его третьей 
стороне, меньше ее половины. Найти радиус описанной около этого 
треугольника окружности. 


(ВМиК-96.4) Через центр О вписанной в треугольник АВС окруж- 
ности проведена прямая, параллельная стороне ВС и пересекаю- 
щая стороны АВ и АС в точках М и М соответственно. Периметр 
треугольника АММ равен 3/2, |ВС| = $2, а отрезок АО втрое 
больше радиуса вписанной в треугольник АВС окружности. Най- 
ти площадь треугольника АВС. 


(филолог-84.4) В треугольнике АВС длины сторон АВи АС рав- 
ны Зи 2 соответственно. На стороне АВ выбрана точка М, а на 
стороне АС - точка М№ так, что |АМ| = 2, [АМ] = 1.5. Найти пло- 
щадь треугольника АММ, если длина стороны ВС больше длины 
отрезка ММ в 7 раз. 


(биофак-86.4) В треугольнике АВС |АВ| = 32, [ВС| = Е Точ- 
ка М лежит на стороне АВ, точка О лежит на стороне ВС’, при- 
чем прямые МО и АС параллельны. |ВМ| = 1.5] АМ|. Биссектри- 
са угла ВАС пересекает прямую МО в точке Р, лежащей между 
точками М и О, причем радиус окружности, описанной около тре- 


угольника АМР, равен \/2 + \/2. Найти длину стороны АС. 


(ИСАА-92.4) Дан треугольник со сторонами 4; 8; 9. Найти длину 
биссектрисы, проведенной к большей стороне. 


(ВМиК-94.4) В треугольнике АВС сторона АВ равна 21, биссек- 
триса ВО равна 8/7, а отрезок ОС равен 8. Найти периметр тре- 
угольника АВС. 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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. (психфак-95.4) В треугольнике АВС проведены биссектрисы ВГ 
и АЕ углов АВС и ВАС соответственно, которые пересекаются в 
точке О. Известно, что |АВ| = |В.Г|, периметр треугольника равен 
28, |ВО] =2-|ОГ|. Найти сторону АВ. 


(геол.-89.4) В треугольнике АВС проведена биссектриса СО, при 
этом величины углов АДС и СЬОВ относятся как 7:5. Найти |АП|, 


если известно, что [ВС] = 1, ВАС = Е. 


(геогр-85.4) Величины углов А, В и С треугольника АВС состав- 
ляют арифметическую прогрессию с разностью т. Биссектрисы 
этого треугольника пересекаются в точке О. Точки А’, В’ и С’ на- 
ходятся на продолжениях отрезков ДА, ОВ, ОС за точки А, В, С 
соответственно на одинаковом расстоянии от точки О. Доказать, 
что величины углов А’, В’, С” треугольника А’В’С” также образу- 


ют арифметическую прогрессию. Найти её разность. 


{почв-83.4) В треугольнике АВС биссектриса угла АВС пересе- 
кает сторону АС в точке К. Известно, что ВС = 2,КС = 1, 


ВК = ЗУ2, Найти площадь треугольника АВС. 


(ИСАА-98.4) В треугольнике АВС известны стороны: ВС = АС = 
12, АВ = 6; АД-биссектриса. Найти радиус В окружности, опи- 
санной около треугольника АДС. Выяснить, что больше: В или 
6,5. 


(почв-97.5) В треугольнике АВС угол С равен 60°, а биссектриса 


угла С равна 5/3. Найти тангенс угла А и сторону ВС, если 
известно, что |АС]: |ВС|]=5:2. 


(физфак-96.7) Биссектриса АД равнобедренного треугольника АВС 
([АВ| = |ВС]) делит сторону ВС на отрезки |ВП| = 6, [РС| = с. 
Найти биссектрису АД. 


(геогр-95.4) В треугольнике АВС со сторонами ВС = 7, АС = 5, 
АВ = 3 проведена биссектриса АО. Вокруг треугольника АВО 
описана окружность, а в треугольник АСР вписана окружность. 
Найти произведение их радиусов. 


(физфак-90.4) В треугольнике АВС ВАС = а, АВС = В, ВС =а, 
АД - высота. На стороне АВ взята точка Р так, что АР: РВ = 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


1:2. Через точку Р проведена окружность, касающаяся стороны 
ВС в точке О. Найдите радиус этой окружности. 


(мехмат-96.3) Треугольник АВС со стороной |АВ| = 4 и углом 
{А = 60° вписан в окружность радиуса 2\/3. Найти среднюю ли- 
нию этого треугольника, параллельную АС’, и расстояние между 
точками, в которых ее продолжение пересекает окружность. 


(почв-97.5) Известно, что расстояние от центра описанной окруж- 
ности до стороны АВ треугольника АВС равняется половине ра- 
диуса этой окружности. Найти высоту треугольника АВС, опу- 


3 
щенную на сторону АВ, если она (высота) меньше Е ‚ а две дру- 


гие стороны равны 2 и 3. 


(геогр-94.5) В треугольнике К М М проведены высота МА, биссек- 
триса МВ и медиана №МС, которые делят угол КМ№ММ на четыре 
равные части. Найти высоту МА, биссектрису МВ и медиану МС, 
если радиус описанной около треугольника К ММ окружности ра- 
вен В. 


(биофак-88.4) Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 
УЗ - 1. ВАС = 60°, а радиус окружности, касающейся стороны 
ВС и продолжений сторон АВ и АС, равен 1. Найти углы АВС и 
АСВ данного треугольника. 


(геогр-96.4} Углы тупоугольного треугольника АВС удовлетворя- 

ют равенству эт(А — В) = 811? А — т? В. Найти периметр этого 

треугольника, если радиус описанной окружности равен Д, а один 
п 


из углов равен 8. 


(ВМиК-83.4) Угол при основании равнобедренного треугольника 


п 2 
равен —. Построен круг радиуса я с центром в вершине этого 


треугольника, противолежащей основанию. Определить отноше- 
ние площади общей части треугольника и круга к площади тре- 
угольника, если длина медианы, проведенной к боковой стороне, 
равна м7. 


(ВМиК-97.5) Внутри треугольника АВС выбрана точка О так, 
что вт ВОС = + зш АОС = 5. Известно, что ВО =2, ВС = 3, 
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АС = 4. Найти расстояние между центрами окружностей, описан- 
ных около треугольников АОС и ВОС. 


42. (ВМикК-93.4) В равнобедренном треугольнике АВС с основанием 
АС точка О делит сторону ВС в отношении 2:1, считая от верши- 
ны В, а точка Е - середина стороны АВ. Известно, что медиана 


23 


м23 
СО треугольника СЁД равна и [РЕ| = и. Найти радиус 


окружности, описанной около треугольника АВС. 


43. (геол-98(1).5) Среди треугольников К СМ, у которых радиус опи- 
санной окружности равен 10, сторона КГ равна 16, высота МН 


равна —-, найти угол К МГ того треугольника, медиана ММ ко- 
торого \9именьшая. 


$3. Подобие. 


В этом параграфе собраны задачи, при решении которых использо- 
вание подобия играет решающую роль. Два треугольника называются 
подобными, если у них равны все три угла, а соответствующие стороны 
пропорциональны. 


Для решения задач на подобие необходимо знать три признака по- 
добия: 


1. Если два угла одного треугольника равны двум углам другого 
треугольника, то треугольники подобны. 


2. Если один угол первого треугольника равен углу второго тре- 
угольника, а прилежащие к этим углам стороны треугольников 
пропорциональны, то треугольники подобны. 


3. Если три стороны одного треугольника пропорциональны трем 
сторонам другого треугольника, то треугольники подобны. 


Сформулирем утверждение, которое значительно упрощает решение 
некоторых задач этого параграфа: 


Теорема 2. Пусть в треугольнике АВС проведены высоты АА! и 
ССт1. Тогда треугольники А: ВС! и АВС подобны с коэффициентом по- 
добия | соз В|. 


Планиметрия $3. Подобие. НИ 


Докажите самостоятельно это утверждение. 

При решении задач этого параграфа, а также задач на площади($6), 
будет полезна следующая теорема: 
Теорема Менелая. Пусть прямая пересекает произвольный треугольник 
АВС, причем С! - точка ее пересечения со стороной АВ, А! - точка ее 
пересечения со стороной ВС, и В! - точка ее пересечения с продолже- 
нием стороны АС. Тогда 


АС: ВА: СВ: _| 
С.В АС В:А ву 


Докажите эту теорему самостоятельно. При доказательстве надо че- 
рез точку С провести прямую, параллельную стороне АВ и найти две 
пары подобных треугольников. 


Теорема Менелая не входит в школьную программу. Поэтому, ес- 
ли вы будете использовать ее на экзамене, то надо будет ее доказы- 
вать. И вообще, ЕСЛИ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ИСПОЛЬЗУЕТСЯ 
УТВЕРЖДЕНИЕ, КОТОРОЕ НЕ ВХОДИТ В ПРОГРАММУ ВСТУ- 
ПИТЕЛЬНЫХ ЭКЗАМЕНОВ, ТО ЭТО УТВЕРЖДЕНИЕ НАДО ДО- 
КАЗАТЬ. 


1. (м/м-86.2) Окружность радиуса 1 касается окружности радиуса 3 
в точке С’. Прямая, проходящая через точку С’, пересекает окруж- 
ность меньшего радиуса в точке А, а большего радиуса в точке В. 
Найти длину отрезка АС, если |АВ| =2\5. 


2. (физ-91.4) В треугольнике АВС угол С - тупой, О - точка пере- 
сечения прямой ОВ, перпендикулярной к АВ, и прямой ОС, пер- 
пендикулярной к АС. Высота треугольника АДС, проведенная из 
вершины С’, пересекает АВ в точке М. Известно, что АМ = а, 
МВ =. Найдите АС. 


3. (ВМиК-80.3) В прямоугольном треугольнике АВС из вершины В 
прямого угла опущена высота ВО на гипотенузу АС. Известно, 
что |АВ| = 13, |[ВГ]| = 12. Найти площадь треугольника АВС. 


4. (экон-79.2) В треугольнике АВС высота ВД равна 11.2, а высота 
АЕ равна 12. Точка Е лежит на стороне ВС и |{ВЕ|: |ЕС|=5:9. 
Найти длину стороны АС. 
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. (почв-82.4) В равнобедренный треугольник АВС(|]АВ| = |ВС|) 


вписана окружность радиуса 3. Прямая р касается этой окружнос- 
ти и параллельна прямой АС, но не совпадает с ней. Расстояние от 
точки В до прямой р равно 3. Найти расстояние между точками, 
в которых данная окружность касается сторон АВ и ВС. 


. (геогр-78.3) В прямоугольном треугольнике АВС расположен пря- 


моугольник ЕКМР так, что сторона ЕК лежит на гипотенузе 
ВС, а вершины М иР - на катетах АС и АВ соответственно. 
[АС] = 3, |АВ| = 4. Найти длины сторон прямоугольника ЕК МР, 


если его площадь равна 3 а периметр меньше 9. 


. (ИСАА-94.3) Окружность, центр которой лежит на гипотенузе АВ 


прямоугольного треугольника АВС, касается катетов АС и ВС 
соответственно в точках Ё и ДР. Найти угол АВС, если известно, 
что АЁ = 1,ВДО = 3. 


(геогр-87.3) Через вершины А и В треугольника АВС проведена 
окружность радиуса 2/5, отсекающая от прямой ВС отрезок 4/5 
и касающаяся прямой АС в точке А. Из точки В проведен пер- 
пендикуляр к прямой ВС до пересечения с прямой АС в точке Г. 
Найти площадь треугольника АВС, если |ВЁЕ| = 2. 


. (филолог-81.3) В параллелограмме АВСЛ сторона АВ равна 6, а 


высота, проведенная к основанию АД, равна 3. Биссектриса угла 
ВАД пересекает сторону ВС в точке М так, что МС = 4. М - 
точка пересечения биссектрисы АМ и диагонали ВО. Вычислить 
площадь треугольника ВММ. 


(геол-95.6) Биссектриса одного из острых углов прямоугольного 
треугольника в точке пересечения с высотой, опущенной на гипо- 
тенузу, делится на отрезки, отношение длин которых равно 1+ \/2, 
считая от вершины. Найти острые углы треугольника. 


(психфак-93.4) В остроугольном треугольнике АВС проведены вы- 


соты СС и АА:. Известно, что |АС] = Ти С:СА, = а. Найти 
площадь круга, описанного около треугольника С\ВА\. 


(ВМиК-94.4) В остроугольном треугольнике АВС на высоте АР 
взята точка М, а на высоте ВР - точка М№ так, что углы ВМС 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


и АМС прямые. Известно, что |ММ| = 4+ 2\3, МСМ = 30°. 
Найти биссектрису СГ треугольника СММ. 


(экон-93.6) Отрезки, соединяющие основания высот остроугольно- 
го треугольника, равны 5, 12 и 13. Найти площадь треугольника. 


(м/м-78.3) В остроугольном треугольнике АВС из вершин Аи 
С опущены высоты АР и СО на стороны ВС и АВ. Известно, 
что площадь треугольника АВС равна 18, площадь треугольника 
ВРО равна 2, а длина отрезка РО равна 2/2. Вычислить радиус 
окружности, описанной около треугольника АВС. 


(экон-88.5) В треугольнике АВС на стороне АС взята точка Д так, 


что АД = 3,с0$ ВОС = >, АВС + АБВ = т. Найти периметр 


треугольника АВС, если ВС =2. 


(филолог-87.4) Медианы АМ и ВЕ треугольника АВС пересека- 
ются в точке О. Точки О, М, Е, С лежат на одной окружности. 
Найти АВ, если |ВЕ| = |АМ| = 3. 


(физ-97.6) На сторонах острого угла с вершиной О взяты точки А 
и В. На луче ОВ взята точка М на расстоянии 3. |ОА| от прямой 
ОА, а на луче ОА - точка М на расстоянии 3. |ОВ| от прямой ОВ. 
Радиус окружности, описанной около треугольника АОВ, равен 3. 
Найти М№. 


(мехмат-95.5) На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взя- 
ты точки О, Е и Е соответственно. Отрезки АЁ и ОЕ проходят 
через центр вписанной в треугольник окружности, а прямые ОР и 
ВС параллельны. Найти длину отрезка ВЕ и периметр треуголь- 
ника АВС, если |ВС| = 15, |ВО]| = 6,|СЁ| = 4. 


(экон.К-87.5) В треугольнике АВС точка К на стороне АВ и точ- 
ка М на стороне АС расположены так, что |АК|: |КВ|=2:3, 
[АМ|:|МС]| =4:5. Найти отношение, в котором точка пересече- 
ния прямых КС и ВМ делит отрезок ВМ. 


(физ-97.6) На стороне РО треугольника РОЕ взята точка №, а на 
стороне РЁ - точка Г, причем |М@| = |ГВ]|. Точка пересечения 
отрезков ОГ и №МА делит отрезок ОГ в отношении т : п, считая 
от точки О. Найти отношение |РМ№|: |РВ]|. 
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21. (экон.К-85.3) В треугольнике АВС на основании АС' взяты точки 
Ри так, что |АР| < |АФ]|. Прямые ВР и ВО делят медизну 
АМ на три равные части. Известно, что |РО| = 3. Найти длину 
стороны АС. 


22. (экон-87.5) В треугольнике АВС точка К на стороне АВ и точка 
М на стороне АС расположены так, что |АК|: |КВ| =3:2, 


[АМ|: [МС] = 4:5. Найти отношение, в котором прямая, про- 
ходящая через точку К параллельно стороне ВС, делит отрезок 
ВМ. 


23. (почв-86.5) В треугольнике АВС точка О делит сторону АВ по- 
полам, а точка Е лежит на стороне ВС, причем |ВС| = З|ВЕ|. 
Отрезки АЕ и СД пересекаются в точке О. Найти длину стороны 
АВ, если |АЕ| = 5, |ОС| = 4, АОС = 120°. 


24. (геогр-82.3) В треугольнике АВС длина высоты ВР равна 6, дли- 
на медианы С'Е равна 5, расстояние от точки пересечения отрезков 
ВР иСЕ до стороны АС равно 1. Найти длину стороны АВ. 


$4. Углы в окружностях. 


В этом параграфе собраны задачи, в которых главную роль играют 
различные углы в окружностях: центральные, вписанные, углы между 
хордами, между хордой и касательной, между касательной и секущей, 
между секущими. 


Центральный угол равен по величине мере дуги окружности, на ко- 
торую он опирается: — АтВ = ВОА =2а (см. рис. 1). 

Вписанный угол, т.е. угол образованный двумя хордами, исходящи- 
ми из одной точки окружности, равен по величине половине централь- 


ного угла, опирающегося на ту же дугу окружности: 
1 


—- | —е 
ВРА=а= Вол ое АтВ (см. рис. 1). 
Угол между тордами равен по величине полусумме мер дуг окруж- 
ности, которые отсекают на окружности эти хорды: 


5 = >(- АтВ+ — ОпЕ) =а+В (см. рис. 1). 
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Угол между секущими, выходящими из одной точки, равен полураз- 
ности мер дуг окружности, заключенных между ними: 


1 
я = ое АтВ-— — ОпЕ) =а- В (см. рис. 1). 
Угол между тордой и касательной измеряется половиной меры за- 
ключенной внутри него дуги окружности: 


— 1 — — 
РСА = 2400 = АВС (см. рис. 2). 
Приведем ряд полезных следствий вышеприведенных утверждений: 


® Вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу (или на рав- 
ные дуги) равны: ВОДА = ВЕА = а (см. рис. 1). 


® Вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же хорду (или на 
равные хорды) равны. 


® Вписанный угол, опирающийся на диаметр окружности, является 
прямым. 


® Если вписанный угол является прямым, то он опирается на диа- 
метр окружности. 


в Рис. 2. 


1. (геогр-79.3) В треугольнике АВС известно, что АВ = 6, АВ = ВС. 
На стороне АВ как на диаметре построена окружность, пересека- 
ющая сторону ВС в точке О так, что ВО: ОС = 2:1. Найти 
длину стороны АС. 


2. (геол-95.7) Около треугольника АВС описана окружность. Про- 
должение биссектрисы СК треугольника АВС пересекает эту ок- 
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ружность в точке С, причем СЁ - диаметр данной окружности. 


Найти отношение длин отрезков ВЁ и АС, если зт ВАС = а 


. (геогр-83.3) На катете АС прямоугольного треугольника АВС как 


на диаметре построена окружность, которая пересекает гипоте- 
нузу АВ в точке К. Найти площадь треугольника СКВ, если 


[АС] =, АВС = В. 


. (м/м-96.3) В треугольнике АВС точка О - центр описанной окруж- 


ности, точка Ё лежит на отрезке АВи АГ = ГВ. Описанная около 
треугольника АГО окружность пересекает АС в точке К. Найти 
площадь треугольника АВС, если ГОА = 45°, [К = 8, АК = 7. 


. (почв-88.2) Диаметр АВ окружности продолжили за точку Ви 


на продолжении отметили точку С. Из точки С провели секущую 
под углом 7°, пересекающую окружность в точках Ди Е, считая 
от точки С. Известно, что ОС = 3, БАС = 30°. Найти диаметр 
окружности. 


. (психфак-83.4) В окружность радиуса 7 вписан выпуклый четы- 


рехугольник АВС. Длины сторон АВ и ВС равны. Площадь 
треугольника АВД относится к площади треугольника ВСР как 
2:1, а АРС = 120°. Найти длины всех сторон четырехугольника 


АВСР. 


‚ (почв-96.5) В треугольнике АВС АВ = 3, АС = 37, АВС = 


60°. Биссектриса угла АВС продолжена до пересечения в точке 
р с окружностью, описанной вокруг треугольника. Найти длину 
отрезка ВО. 


. (почв-84.4) В треугольнике АВС ВАС = 15°, [АВ| = с, [АС] = 5. 


На стороне ВС выбрана точка М так, что ВАМ = 30°. Продол- 
жение прямой АМ пересекает окружность, описанную вокруг тре- 
угольника, в точке №. Найти длину отрезка АМ. . 


. (психфак-78.2) Диагональ ВО четырехугольника АВСО является 


диаметром окружности, описанной около этого четырехугольника. 
Вычислить длину диагонали АС, если |ВО| = 2,|АВ| = 1, 


АВО: ОВС =4:3. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


(экон.К-84.4) В треугольнике АВС длина стороны ВС равна 4, а 
длина стороны АВ равна 2\/19. Известно, что центр окружности 
проведенной через середины сторон треугольника, лежит на бис- 
сектрисе угла С. Найти длину стороны АС. 


(м/м-91.4) Из вершины тупого угла А треугольника АВС опущена 
высота АО. Из точки О радиусом, равным АД, описана окруж- 
ность, пересекающая стороны треугольника АВ и АС в точках М 
и № соответственно. Вычислите длину стороны АС’, если заданы 
длины отрезков |АВ| = с, |АМ| = п, [АМ| = т. 


(почв-85.4) Продолжение медианы треугольника АВС, проведен- 
ной из вершины А, пересекает описанную около треугольника АВС 
окружность в точке О. Найти длину отрезка ВС, если 


[АС|= |2] =1. 


(геол.ОГ-81.5) Выпуклый четырехугольник АВСО вписан в окруж- 
ность. Диагональ АС является биссектрисой угла ВАД и пересе- 

кается с диагональю ВО в точке К. Найти длину отрезка КС, 

если |АК| = 6,|ВС]| = 4. 


(м/м-97.4) В окружности проведены хорды АС и ВО, пересекаю- 
щиеся в точке Е, причем касательная к окружности, проходящая 
через точку В параллельна АС. Известно, что ЕА : РА =3:4, 
бдрсв = 16. Найти площёдь треугольника ВСЕ. 


(ИСАА-95.4)} Сторона АВ треугольника АВС равна 3, 

1ВС]| = 2. [АС], Е - точка пересечения продолжения биссектрисы 
СО данного треугольника с описанной около него окружностью, 
[РЕ| = 1. Найти сторону АС. 


(экон.К-86.4) В окружность радиуса 2\/7 вписана трапеция АВС, 
—— п 
причем её основание АД является диаметром, а ВАД = _—. Хорда 


СЕ пересекает диаметр АД в точке Р, такой, что |АР|: |РБ| = 
1:3. Найти площадь треугольника ВРЕ. 


(экон-97.3) Касательная, проведенная через вершину С вписанного 
в окружность треугольника АВС, пересекает продолжение сторо- 
ны АВ за вершину В в точке р. Известно, что радиус окружности 
равен 2, |АС| = УЛ? и СРА+ АСВ = 2. ВАС. Найти секущую 
АР. 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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(физ-95.8) В окружности проведены диаметр ММ и параллельная 
ему хорда АВ. Касательная к окружности в точке М пересекает 
прямые МА и МВ соответственно в точках Ри О. Известно, что 
|[МР!| = р, |МОФ] = 4. Найти диаметр ММ. 


(био-97.5) В треугольнике АВС проведена средняя линия ММ, со- 
единяющая стороны АВ и ВС. Окружность, проведенная через 
точки М, М и С, касается стороны АВ, а ее радиус равен У. 
Найти синус угла АСВ, если |АС]| = 2. 


(почв-94.5) Через точку С проведены две прямые, касающиеся за- 
данной окружности в точках А и В. На большей из дуг АВ взята 


точка О, для которой |СП| = 2 изм АСР -зш ВСЬ = ;. Найти 


расстояние от точки О до хорды АВ. 


(экон-90.3} Окружность с центром в точке О, лежащей на гипоте- 
нузе АС прямоугольного треугольника АВС, касается его катетов 


АВ и ВС. Найти длину АС, если известно, что |АМ| = 5, 
|АМ|: |ММ| = 6:1, где М- точка касания АВ с окружностью, 


а М точка пересечения окружности с АС, расположенная между 
точками Аи О. 


(м/м-97.4) В треугольнике АВС |АВ| = 3, АСВ = ато . Хор- 
да КМ окружности, описанной около треугольника АВС пересе- 
кает отрезки АС | и ВС в точках М и Г соответственно. Известно, 
что АВС = СМГ, площадь четырехугольника АВЕМ равна 2, 
СМ] = 1. Найти высоту треугольника АМС, опущенную из вер- 
шины С, и его площадь. 


(геол-91.5) Четыре точки окружности следуют в порядке А, В, С, р. 
Продолжения хорды АВ за точку | В и хорды СД за точку С пе- 
ресекаются в точке ЕЁ, причем АЕД = 60°. Угол АВД в три раза 
больше угла ВАС. Докажите, что АД - диаметр окружности. 


(ВМиК-97.4) В треугольнике АВС точка О лежит на стороне ВС, 
прямая АД пересекается с биссектрисой угла АСВ в точке О. Из- 
вестно, что точки С, Ри О лежат на окружности, центр которой 
находится на стороне АС,|АС]: |АВ| = 3:2, а величина угла 
РАС в три раза больше величины угла РАВ. Найти косинус уг- 


‚ла АСВ. 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


(био-95.5} Вершины В, С, О четырехугольника АВСО расположе- 
ны на окружности с центром О, которая пересекает сторону АВ 
в точке ЁР, а сторону АД - в точке Е. Известно, что угол ВАР 
прямой, хорда ЕЁ равна хорде ЕВ и хорды ВС, СРО, ЕЛ равны 
между собой. Найти угол АВО. 


(геол-93.5) На стороне АВ треугольника АВС как на диаметре 
построена окружность, пересекающая стороны АС и ВС в точках 
р и Е соответственно. прямая ОЕ делит площадь треугольни- 
ка АВС пополам и образует с прямой АВ угол 15°. Найти углы 
треугольника АВС. 


(физ-94.6) В окружности пересекающиеся хорды АВ и СР перпен- 
дикулярны, |[АО| = т,|ВС| = п. Найти диаметр окружности. 


(геогр-95.4)} Вокруг четырехугольника АВСО с взаимно перпен- 
дикулярными диагоналями описана окружность радиуса 2. Найти 
сторону СО, если |АВ| = 3. 


(почв-81.4) Четырехугольник АВСО вписан в окружность с цент- 
ром в точке О. Радиус АО перпендикулярен радиусу ОВ, а ра- 
диус ОС перпендикулярен радиусу ОЛ. Длина перпендикуляра, 
опущенного из точки С на прямую АО, равна 9. |АБ| = 2|ВС(|. 
Найти площадь треугольника АОВ. 


(ВМиК-92.5) Две окружности пересекаются в точках А и К. Их 
центры расположены по разные стороны от прямой, содержащей 
отрезок АК. Точки В и С лежат на разных окружностях. Пря- 
мая, содержащая отрезок АВ, касается одной окружности в точ- 
ке А. Прямая, содержащая отрезок АС, касается другой окруж- 
ности также в точке А. Найти площадь треугольника АВС, если 


— 1 
ВК|=1, |[СК| =4, %САВ = —. 
'вк|= 1 |СК|=4, вСАВ = 


$5. Другие задачи на окружности. 


В начале $5 идут задачи на использование общих свойств окружнос- 
тей: расположение центров вписанной и описанной окружностей, фор- 
мулы площадей сектора, сегмента круга и т.д. Во второй половине $5 
собраны задачи на использование различных соотношений между хор- 
дами, касательными и секущими. 

Приведем некоторые формулы и утверждения: 
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Плозцадь круга радиуса г равна лг?. 
Площадь сектора величины с круга 
радиуса г: бодтв = тат? (рис. 1). 


Площадь сегмента величины сх круга В 
радиуса т: бдшв = 17? - (@ — эта.) (рис. 1). 


Произведения длин отрезков 
двух пересекающихся хорд равны: 
АЕ. ЕВ = СЕ-ЕО (рис. 2). 


Рис. 1. 


Отрезки касательных к окружности, проведенные из одной точ- 
ки, равны и составляют равные углы с прямой, проходящей через 
эту точку и центр окружности: АВ = АС, ВАО = САО = а 
(рис. 3). 


В любом описанном около окружности четыретугольнике суммы 
длин противоположных сторон равны. 


Квадрат длины отрезка касательной равен произведению длины 
отрезка секущей на длину ее внешней части: АВ? = АС. АР 


(рис. 4). 


Произведение длины отрезка секущей на длину ее внешней части 
есть величина постоянная для всех секущих, проведенных из одной 
точки: АС. АР = АЕ. АР (рис. 4). 


д р В 


Рис. 2. Рис. 3. 
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1. (геол.ОГ-80.2) Найти периметр правильного треугольника, впи- 
санного в окружность, если известно, что хорда длиной 2 этой 
окружности удалена от ее центра на 3. 


2. (филолог-89.4) В круге с центром О хорда АВ пересекает радиус 


ОС в точке О, причем угол СА равен ^Т Найти радиус окруж- 


ности, касающейся отрезков АО, ОС и дуги АС, если ОС = 2, 
Ор = 3. 


3. (ИСАА-93.3) На боковой стороне ВС равнобедренного треуголь- 
ника АВС как на диаметре построена окружность, пересекающая 
основание этого треугольника в точке О. Найти расстояние от 
вершины А до центра окружности, если АД = УЗи АВС = 120°. 


4. (био-92.3) Дана окружность, диаметр ММ которой равен 16. На 
касательной к этой окружности в точке М отложен отрезок МР, 
длина которого больше 15. Из точки Р проведена вторая касатель- 
ная к окружности, пересекающая прямую ММ в точке (). Найти 
площадь треугольника МРО, если его периметр равен 72. 


5. (хим-91.5) Две окружности разных радиусов касаются в точке А 
одной и той же прямой и расположены по разные стороны от нее. 
Отрезок АВ - диаметр меньшей окружности. Из точки В прове- 
дены две прямые, касающиеся большей окружности в точках М и 
М. Прямая, проходящая через точки М и А, пересекает меньшую 

— 
окружность в точке К. Известно, что МК = \/2 + \У3, ВМА = 
15°. Найдите площадь фигуры, ограниченной отрезками касатель- 
ных ВМ, ВМ и той дугой ММ большей окружности, которая не 
содержит точку А. 


6. (почв-95.4) Две окружности, радиусы которых относятся как 
(9— 43 }: 1, Касаются друг друга внутренним образом. Проведе- 
ны две равные хорды большей окружности, касающиеся меньшей 
окружности. Одна из этих хорд перпендикулярна отрезку, соеди- 
няющему центры окружностей, а другая нет. Найти угол между 
этими хордами. 


7. (психфак-84.4) Две окружности радиусов 8 и 6 пересекаются в точ- 
ках Аи В. Через центры О\1 и О2 окружностей проведена прямая; 
Ст и С. - две из четырех точек пересечения этой прямой с окруж- 
ностями, причем точка С1 лежит на окружности с центром О1, а 
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длина отрезка С1С› больше 20. Найти расстояние между точка- 
ми О1 и Оз, если произведение площадей треугольников С\1О1А и 
С2О2В равно 336. 


. (геогр-97.2) В некоторую окружность вписаны две касающиеся 
между собой внешним образом окружности с радиусами ги К 

(т < В) которые внутренним образом касаются первой окруж- 
ности. Периметр равнобедренного треугольника с вершинами в 
центрах окружностей равен 2р. Выразить длину боковой стороны 
через ри один из данных радиусов, если угол при основании этого 
треугольника больше 70°. 


. (м/м-93.4) Две окружности с центрами А и В и радиусами соот- 
ветственно 2 и 1 касаются друг друга. Точка С' лежит на прямой, 
касающейся каждой из окружностей, и находится на расстоянии 


3У3 ь 
РИ от середины отрезка АВ. Найти площадь 5 треугольника 
АВС, если известно, что 5 > 2. 

‚ (ВМиК-91.4) Три круга с центрами в точках Р, @) и Е попарно ка- 
саются друг друга внешним образом в точках А, Ви С. Известно, 


чтоРОВ = Затсвш 3 а сумма радиусов всех трех кругов равна 
12/2. Какую наибольшую длину может иметь окружность, про- 


ходящая через точки А, В, С. 


‚ (почв-90.3) В треугольнике АВС АВ = 4, ВАС = 30°, АВС = 
130°. На стороне АВ как на диаметре построена окружность. Най- 
дите площадь части круга, лежащей внутри треугольника. 
‚ (м/м-94.3) В круге радиуса 1 проведены хорды АВ = Уи 
ВС = —. Найти площадь части круга, лежащей внутри угла 


АВС, если угол ВАС острый. 


. (почв-80.3) Хорды АВ и АС имеют одинаковую длину. Величина 

п 
образованного ими вписанного в окружность угла равна 6: Найти 
отношение площади той части круга, которая заключена в этом 
угле, к площади всего круга. 


. (физ-92.6) Радиус окружности, описанной около треугольника КСМ, 
равен В. Через вершину Г проведена прямая, перпендикулярная 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


стороне К М. Эту прямую пересекают в точках А и В серединные 
перпендикуляры к сторонам КГ и ЁМ. Известно, что |АЁ| = а. 
Найти |ВГ|. 


(хим-98(1).5) В окружности проведены хорды КГ, ММ, Р5. Хорды 
КГ, Р5 пересекаются в точке С’, хорды КГ, ММ пересекаются в 
точке А, а хорды ММ, Р$ пересекаются в точке В, причем АГ = 
СК, АМ = ВМ, В$ = 5, ВС = 4. Найти радиус окружности, если 
величина угла ВАС равна т/4. 


(физ-96.4) Окружности с центрами О1 и О2 имеют общую хорду 
АВ, АО: В = 60°. Отношение длины первой окружности к длине 
второй окружности равно \/2. Найти угол АО>В. 


(био-90.4) Из точки М на окружности проведены три хорды: 
ММ = 1, МР = 6, МО = 2. При этом углы ММРи РМО равны. 
Найдите радиус окружности. 


(физ-96.4) Касательная к окружности (К-— точка касания) парал- 
лельна хорде [М. Известно, что |.М| = 6, |КМ| = 5. Найти ра- 
диус окружности. 


(физ-96.6} В окружности радиуса В проведены хорда АВ и диа- 
метр АС. Хорда РО, перпендикулярная диаметру АС’, пересекает 
хорду АВ в точке М. Известно, что |АВ| = а,|РМ|: |МФ]| = 3. 
Найти длину отрезка АМ. 


(хим-98(2).5) Диаметр АВ и хорда СО окружности пересекают- 
ся в точке Е, причем СЕ = БЕ. Касательные к окружности в 
точках В и С пересекаются в точке К. Отрезки АК и СЕ пере- 
секаются в точке М. Найти площадь треугольника СКМ, если 
АВ = 0, АЕ=1. 


(экон.К-80.2)} В прямоугольный треугольник, периметр которого 
равен 36, вписана окружность. Гипотенуза делится точкой касания 
в отношении 2:3. Найти длины сторон треугольника. 


(почв-87.4) Окружность радиуса 2 касается внешним образом дру- 
гой окружности в точке А. Общая касательная к обеим окружнос- 
тям, проведенная через точку А, пересекается с другой их общей 
касательной в точке В. Найти радиус второй окружности, если 
АВ = 4. 
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(м/м-83.3) В треугольнике АВС с периметром 2р длина стороны 
АС равна а и величина острого угла АВС равна а. Вписанная в 
треугольник АВС окружность с центром О касается стороны ВС 
в точке К. Найти площадь треугольника ВОК. 


(био-78.3)} Дана окружность с центром в точке О и радиусом 2. Из 
конца отрезка ОА, пересекающегося с окружностью в точке М, 
проведена касательная АК к окружности. Величина угла ОАК 


п й 
равна —. Найти радиус окружности, касающейся отрезков АК, АМ 
и дуги МК. 


(псих-98.5) В треугольнике АВС длина биссектрисы АГ равна [, 
в ААВГ вписана окружность, касающаяся стороны АВ в точке 
К, ВК = 6. На сторонах АВ и ВС в ААВС выбраны точки М 
и М, соответственно, так, что прямая М М проходит через центр 
окружности, вписанной в ДАВС, причем МВ + ВМ = с. Найти 
отношение площадей треугольников АВС и МВМ. 


(ВМиК-90.5) Радиус вписанной в треугольник АВС окружности 


15 55 $ 
равен > Окружность радиусом зд касается лучей, образу- 


ющих угол АСВ, и вписанной в треугольник АВС окружности. 
Найдите {2 АВС, если площадь треугольника АВС равна 3\/15, а 
наибольшей из его сторон является сторона АС. 


(экон.В-98.5) Две окружности радиусов 4 и 3 касаются друг друга 
внешним образом. К этим окружностям проведены общие каса- 
тельные РО и 85 таким образом, что точки Р и 5 принадлежат 
окружности большего радиуса, а точки @ и В принадлежат окруж- 
ности меньшего радиуса. Найти радиус окружности, касающейся 
отрезков 85, 5Ри РО. 


(психфак-86.5) В треугольник АВС вписана окружность. Каса- 
тельная к этой окружности, параллельная стороне ВС’, пересекает 
сторону АВ в точке Д и сторону АС в точке Е. Периметры тре- 
угольников АВС и АПЕ равны соответственно 40 и 30, АВС = а. 
Найти радиус окружности. 


(м/м-98(3).4)} Окружность, вписанная в равнобедренный треуголь- 
ник АВС, касается основания АС в точке Д и боковой стороны АВ 
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30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


в точке Е. Точка Ё - середина стороны АВ, а точка С' - точка пе- 
ресечения окружности и отрезка РО, отличная от О. Касательная 
к окружности, проходящая через точку С, пересекает сторону АВ 
в точке Н. Найти угол ВСА, если известно, что ЕН: НЕ=2:3. 


(геол.ОГ-82.5) В треугольник АВС вписана окружность, которая 
касается сторон АВ, ВС, АС соответственно в точках М, О, М. 
Определить длину отрезка МО, если известно, что 

— п 
МА = 2, МС = 3, ВСА = 3. 
(психфак-96.4) В угол с вершиной А величиной 60° вписана окруж- 
ность с центром в точке О. К этой окружности проведена касатель- 
ная, пересекающая стороны угла в точках В и С. Отрезок ВС пе- 
ресекается с отрезком АО в точке М. Найти радиус окружности, 
вписанной в треугольник АВС, если АМ : МО=2:3, ВС =7. 


(м/м-85.3) Окружность касается сторон АВ и ВС треугольника 
АВС соответственно в точках Д и Е. Найти длину высоты тре- 
угольника АВС, опущенной из точки А, если |АВ| = 5, |АС| = 2, 
а точки А, О, Е и С лежат на одной окружности. 


(экон.М-96.5) Через точку А, находящуюся вне окружности на рас- 
стоянии 7 от ее центра, проведена прямая, пересекающая окруж- 
ность в точках В и С. Найти радиус окружности, если известно, 


что |АВ| = 3, |ВС| = 5. 


(хим-97.5) Две окружности касаются друг друга внешним образом 
в точке А. Их общая касательная касается первой окружности в 
точке В, а второй - в точке С. Прямая, проходящая через точки 
А и В, пересекает вторую окружность в точке О. Известно, что 
[АВ| = 5, |АБ]| = 4. Найти |СП|. 


(ВМиК-86.4)} В окружности радиуса 4 проведены хорда АВ и диа- 
метр АК, образующий с хордой угол у. В точке В проведена каса- 
тельная к окружности, пересекающая продолжение диаметра АК 
в точке С. Найти длину медианы АМ треугольника АВС. 


(физ-80.5) О треугольнике АВС известно, что ВАС = а, ВСА = 
В, АС] = 6. На стороне ВС взята точка О так, что |ВБ| = 3|РС|. 
Через точки В и О проведена окружность, касающаяся стороны 
АС или её продолжения за точку А. Найти радиус этой окружнос- 
ти. 
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(физ-89.6} Две окружности радиусов Ё и г пересекаются в точках 
Аи В и касаются некоторой прямой в точках С и О; М - точка 
пересечения прямых АВ и СДР (В между А и М). Найти: 

а) радиус окружности, описанной около треугольника АСО; 

6) отношение высот треугольников МАС и МАО, опущенных из 
вершины М. 


(м/м-79.2) Отрезок КГ является диаметром некоторой окружнос- 
ти. Через его концы К и Г проведены две прямые, пересекающие 
окружность соответственно в точках Ри ©, лежащих по одну 
сторону от прямой К Г. Найти радиус окружности, если угол РКГ 
равен л/3 и точка пересечения прямых КР и ОГ находится от то- 
чек Ри О на расстоянии, равном 1. 


(геогр-81.4) В треугольнике АВС на стороне АС как на диаметре 
построена окружность, которая пересекает сторону АВ в точке М 
и сторону ВС в точке М. Известно, что длина отрезка АВ равна 
3, длина отрезка АС равна 2 и что АМ : МВ =2: 3. Найти длину 
отрезка АМ. 


(экон-89.5) Окружность проходит через вершины А и С треуголь- 
ника АВС, пересекает сторону АВ в точке Д и сторону ВС в точке 
Е. Найти величину угла СОВ, если АО =5, АС = 27, 
ВЕ=4ВО:СЕ=З:2. 


(ИСАА-96.5} Окружность проходит через вершины А и С тре- 
угольника АВС и пересекает сторону АВ в точке О, а сторону 
ВС в точке Е. Найти угол ВОС, если |ВП]|: ЕС] =1:2, 


|ВЕ|: АБ] =2:7, АВС = 60°. 


$6. Площади. 


В этом параграфе собраны задачи на площади. Причем при решении 
практически всех задач этого параграфа полезно использовать леммы 
о площадях. 

Лемма 1. Равные фигуры имеют одинаковые площади: если Ё1.= Ро, 
то 5 г, = 5 Е. 

Лемма 2. Если Е = Е! Е», причем Е ПЕ), = ®, тогда 5р = 5к, +5е.. 
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Лемма 3. Если С - общая вершина треугольников АВС и ДЕС, а 
стороны АВ и РЕ лежат на одной прямой, то 


[@ 


бдвс _ АВ 


А в р Е 
Лемма 4. Если треугольники АВС и ЕЕ имеют равные стороны 
АВ = ПЕ, то 


[@ 
бдвс _ СН К 


брЕЕ РС’ 


| 
| 
| 
| 
1 
1 


| 
| 
| 
| 
Е 


А НВС ББ Е 


Лемма 5. Если вершина А и противолежащая ей сторона ВС тре-. 
угольника АВС и вершина О и противолежащая ей сторона ЕР тре- 
угольника РЕГ лежат на двух параплельных прямых, то 


АЕ Е 
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Лемма 6. Если треугольники АВС и АЕ имеют общий (или оди- 
наковый) угол А, то 


бдвс _ АВ. АС 
5дрЕ АО. АЕ` 


Лемма 7. Если треугольники АВС и РЕГ подобны с коэффициен- 
том подобия К, то 


бАВС _ р 


брЕЕ 


Для решения задач этого параграфа необходимо также помнить фор- 
мулы площадей, приведенные в предыдущих параграфах. 


1. 


(хим-93.3) В треугольнике АВС точка О лежит на стороне АС, а 
точка Е - на стороне АВ. Известно, что АД = ОС, АЕ = 2. ЕВ. 
Найти отношение площадей треугольников ВОЕ и АВС. 


. (хим-94.4) На стороне КМ треугольника КГМ, имеющего пло- 


1 
щадь 4, взята точка № так, что |ММ! = 4МК|. Найти длину 
отрезка ГМ, если КЕМ = 60°, |[КГ| = 2/3. 


. (геол-96.7) В трапеции АВСР боковая сторона АР перпендику- 


лярна основаниям и равна 9, |[СШ| = 12, а отрезок АО, где О - 


‘точка пересечения диагоналей трапеции, равен 6. Найти площадь 


треугольника ВОС. 


. (геогр-90.4) На сторонах АВ, ВС и АР параллелограмма АВСО 


взяты соответственно точки К, М и Г таким образом, что |АК|: 
КВ| =2:1 |ВМ|: |МС]| = 1: АЕ: 1Ь| = 1:3. Найдите 
отношение площадей треугольников КВГ и ВМГ. 


. (физ-87.5) Внутри прямоугольного треугольника АВС (угол В - 


прямой) взята точка О так, что площади треугольников АВР и 
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10. 


11. 


12. 


13. 


ВСР соответсвенно в три и в четыре раза меньше площади тре- 
угольника АВС. Длины отрезков АД и ОС равны соответственно 
а и с. Найти длину отрезка ВО. 


(геол-97.4) В треугольнике РСН угол С прямой, РС = 8, СН =2. 
Точка О лежит на стороне ЕН, А и В - точки пересечения медиан, 
соответственно в треугольниках ГСО и ОСН. Найти площадь 
треугольника САВ. 


(ВМикК-95.3) В треугольнике АВС медианы АМ и СГ перпенди- 
кулярны, |ВС| = а, |АС| = 6. Найти площадь треугольника АВМ. 


. (филолог-85.4) В треугольнике АВС длина высоты ВЛ равна 3, 


длина медианы ВМ равна 5. На стороне ВС взята точка (@) так, 
что |ВО| = 1 ЮС| = 5. Найти площадь 5 треугольника АОС, 
если известно, что 5 > 3. 


. (хим-94.4) Прямоугольные треугольники АВС и АВР имеют об- 


щую гипотенузу |АВ| = 5. Точки С и О расположены по раз- 
ные стороны от прямой, проходящей через точки Аи В,|ВС| = 
|ВП]| = 3. Точка Е лежит на АС,|ЕС| = 1. Точка Ё лежит на 
АР, |ЕБ]| = 2. Найти площадь пятиугольника ЕСВОРЕ. 


(геогр-92.4) В треугольнике АВС медиана АЛ и биссектриса ВЕ 
перпендикулярны и пересекаются в точке ГР. Известно, что пло- 
щадь треугольника ДЕРЁ равна 5. Найти площадь треугольника 
АВС. 


(психфак-82.4) В ромбе АВСО, где ВАР = 60°, перпендикуляр 
к стороне АД, восставленный из середины АД, пересекает диаго- 
наль АС в точке М, а перпендикуляр к стороне СО, восставлев- 
ный из середины СО, пересекает диагональ АС в точке М. Найти 
отношевие площади треугольника М МО к площади ромба АВСР. 


(почв-77.4) Основание АВ трапеции АВСЛ вдвое длиннее основа- 
ния СД и вдвое длиннее боковой стороны АР. |АС] = а, |ВС| = 6. 
Найти площадь трапеции. 


(био-81.3) Центр О окружности радиуса 3 лежит на гипотенузе 
АС прямоугольного треугольника АВС. Катеты треугольника ка- 
саются окружности. Найти площадь треугольника АВС, если из- 
вестно, что |ОС| = 5. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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(геогр-91.4) В параллелограмме АВСР на диагонали АС взята 
точка Е, где расстояние АЕ составляет треть длины АС, а на 
стороне АР взята точка РЁ, где расстояние АЁ составляет чет- 
верть длины АД. Найдите площадь параллелограмма АВС, ес- 
ли известно, что площадь четырехугольника АВСЁЕ, где С - точка 
пересечения прямой РЕ со стороной ВС, равна 8. 


(м/м-98(1).4) Точка Ё лежит на продолжении стороны ВС парал- 
лелограмма АВСО за точку С. Отрезок АР пересекает диагональ 
ВЛ в точке Е и сторову СР в точке (С. Известно, что отрезок АЕ 
на 1 длиннее отрезка ЕС, а отрезок СЁ равен 3. Какую часть пло- 


щади параллелограмма АВС составляет площадь треугольника 
АЕБ? 


(био-83.4) Площадь трапеции АВСО равна 6. Пусть Е - точка пе- 
ресечения продолжения боковых сторов этой трапеции. Через точ- 
ку Е и точку пересечения диагоналей трапеции проведена прямая, 
которая пересекает меньшее основание ВС в точке Р, а большее 
основание АД в точке ©. Точка Р лежит на отрезке ЕС, причем 
|Е Е]: |РС] = |ЕР| : |ЕФ| = 1:3. Найти площадь треугольника 
ЕРКГ. 


(экон.К-79.2) В трапеции АВСР даны основания А) = 8 и 

ВС = 4. На продолжении стороны ВС выбрана такая точка М, 
что прямая АМ отсекает от трапеции треугольник, площадь ко- 
торого в 4 раза меньше площади трапеции. Найти длину отрезка 


СМ. 


(хим-96.4) В треугольнике АВС точка О лежит на АС, причем 
[АБ] =2. [РС]. Точка Е лежит на ВС. Площадь треугольника 
АВО равна 3, а площадь треугольника АЕ равна 1. Отрезки 
АЕ и ВП пересекаются в точке О. Найти отношение площадей 
треугольников АВО и ОЕР. 


(психфак-81.2) На плоскости лежит равнобедренный прямоуголь- 
ный треугольник, у которого катеты имеют длину а. Поворотом 
в этой плоскости данного треугольника вокруг вершины его пря- 
мого угла на угол 45° получается другой равнобедренный прямо- 
угольный треугольник. Найти площадь четырехугольника, явля- 
ющегося общей частью этих двух треугольников. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


(физ-97.4) Прямая, параллельная стороне АВ треугольника АВС, 
пересекает сторону ВС в точке М, а сторону АС - в точке №. Пло- 
щадь треугольника МСМ в два раза больше площади трапеции 
АВММ. Найти |[СМ|:|МВ{. 


(физ-95.6) В трапеции АВСР (ВС| |] АЛ) диагонали пересекаются 
в точке М, |ВС| = а,|АБ| = 6. Найти отношение площади тре- 
угольника АВМ к площади трапеции АВС. 


(ВМиК-78.3) В равнобедренном треугольнике АВС с основанием 


АВ угол В равен атс =. Окружность радиуса 1, вписанная в 


угол С’, касается стороны ВС в точке М и отсекает от основания 
отрезок КЕ. Найти площадь треугольника КМ В, если известно, 


15 
что МВ = —- и что точки А, К, Е, В следуют на основании АВ в 
указанном п рядке. 


(психфак-90.4) В трапеции АВСО основание АД равно 16, сумма 
длин диагоналей АС и ВО равна 36, а САР = 60°. Отношение 
площадей треугольников АОД и ВОС, где О - точка пересечения 
диагоналей, равно 4. Найдите площадь трапеции. 


(геол-78.4) В треугольнике АВС на стороне АВ взята точка К 
так, что |АК|: |ВК| = 1:2, а на стороне ВС взята точка Г так, 
что [СЁ]: ВП =2: 1. Пусть О@ - точка пересечения прямых АЁи 
СК. Найти площадь треугольника АВС, если дано, что площадь 
треугольника ВОС равна 1. 


(био-82.5) Точки Ри О расположены на стороне ВС треугольника 
АВС так, что |ВР|: |РФ|: [9С| = 1:2: 3. Точка В делит 
сторону АС этого треугольника так, что |АВ|: [ВС| = 1:2. Чему 
равно отношение площади четырехугольника РО5Т к площади 
треугольника АВС, если 5 иТ - точки пересечения прямой ВВ с 
прямыми АС) и АР соответственно? 


(хим-86.4) На стороне АВ треугольника АВС взята точка Е, а на 
стороне ВС - точка О так, что |АЕ| = 2, |СП]| = 1. Прямые АР 
и СЕ пересекаются в точке О. Найти площадь четырехугольника 
ВПОЕ, если |АВ| = |ВС| = 8, [АС] = 6. 


(био-87.4) Площадь трапеции АВСО равна 30. Точка Р - середина 
боковой стороны АВ. Точка А на боковой стороне СД выбрана 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 
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так, что 2|СО]| = 3|1В О]. Прямые АВ и РР пересекаются в точке 
О. Найти площадь треугольника АРО, если |АБ| = 2|ВС|. 


(био-91.4) Высота трапеции. АВСЛ равна 7, а длины оснований 
АД и ВС равны соответственно 8 и 6. Через точку ЕЁ, лежащую 
на стороне СО, проведена прямая ВЕ, которая делит диагональ 
АС в точке О в отношении |АО]|: |ОС| = 3:2. Найдите площадь 
треугольника ОЕС. 


(психфак-88.5) В треугольнике АВС на сторонах АВ и АС выбра- 
ны соответственно точки В1 и С! так, что |АВ1| : |АВ| = 1:3 
и |АС:| : [АС| = 1:2. Через точки А, В: и С! проведена окруж- 
ность. Через точку В: проведена прямая, пересекающая отрезок 
АС! в точке ДО, а окружность - в точке Е. Найти площадь тре- 
угольника В1С1Е, если |АС\ | = 4, [АБ| = 1, [ОЕ| = 2, а площадь 
треугольника АВС равна 12. 


(геогр-93.4) В треугольник со сторонами АВ = 4, ВС =2, 

АС = 3 вписана окружность. Найти площадь треугольника АММ, 
где М, М - точки касания этой окружности со сторонами АВи АС 
соответственно. 


(хим-80.4) В равнобедренный треугольник АВС с основанием АС 
вписана окружность, которая касается боковой стороны АВ в точ- 
ке М. Через точку М проведен перпендикуляр МГ к стороне АС 
треугольника АВС (точка Г - основание этого перпендикуляра). 
Найти величину угла ВСА, если известно, что площадь треуголь- 
ника АВС равна 1, а площадь четырехугольника [МВС равна 5. 


(геогр-97.5) В некоторый угол В вписаны две непересекающиеся 
окружности. Окружность большего радиуса касается сторон этого 
угла в точках А и С, а окружность меньшего радиуса - в точках 
А! и С\1. (Точки А и С! лежат на разных сторонах угла В). Пря- 
мая АС! пересекает окружности большего и меньшего радиусов в 
точках Е и РЕ, соответственно. Найти отношение площадей тре- 
угольников АВС! и А. ВС:, если |А!В| =2,|ЕЁЕ| =1, а длина АЕ 
равна среднему арифметическому длин ВС!1 и ЕЁ. | 


(психфак-97.5) Две окружности касаются друг друга внешним об- 
разом в точке А. Через точку В на их общей касательной АВ 
проведены две прямые, одна из которых пересекает первую окруж- 
ность в точках М и М, а другая вторую окружность в точках Ри 
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34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


О. Известно, что |АВ| = 6, |ВМ| = 9,|ВР]| = 5. Найти отношение 
площадей треугольников М МО и РОО, где О - точка пересечения 
прямых МРи №0. 


(м/м-96.3) Через вершины А и В треугольника АВС проведена 
окружность, пересекающая стороны ВС и АС в точках и Е 
соответственно. Площадь треугольника СОЕ в 7 раз меньше пло- 
щади четырехугольника АВОЕ. Найти ПЕ и радиус окружности, 
если |АВ| =4, (С = 45°. 


(экон-96.5) В треугольнике АВС со стороной |АС| = 8 проведе- 
на биссектриса ВГ. Известно, что площади треугольников АВГи 
ВГС относятся как 3:1. Найти биссектрису ВГ, при которой высо- 
та, опущенная из вершины В на основание АС, будет наибольшей. 


(био-85.4) На отрезке АВ лежат точки С и О, причем точка С— 
между точками Аи О. Точка М взята так, что перпендикулярны 
прямые АМ и МФ, а также перпендикулярны прямые СМ и МВ. 
Найти площадь треугольника СМ О, если известно, что 


смо = а, ЗАМО = 51, 5смв = 52. 


(м/м-87.3) Радиус вписанной в треугольник АВС окружности ра- 
вен 4, причем |АС| = |ВС|. На прямой АВ взята точка О, уда- 
ленная от прямых АС и ВС на расстояния 11 и 3 соответственно. 


Найти соз ОВС. 


(геол-77.4) В окружность с центром О вписан треугольник АВС 
(ВАС > 5). Продолжение биссектрисы АР угла А этого треуголь- 


ника пересекает окружность в точке Г, а радиус АО пересекает 
сторону ВС в точке Е. Пусть АН - высота треугольника АВС. 
Найти отношение площади треугольника ОАГ к площади четы- 


рехугольника ОЕРГ, если известно, что АЁ = 4,2, АН = 23 

— т 

и АЕН = —. 

3 
(филолог-79.1} Даны две непересекающиеся окружности. К ним 
проведены две общие касательные, которые пересекаются в точке 
А отрезка, соединяющего центры окружностей. Радиус меньшей 
окружности равен В. Расстояние от точки А до центра окружнос- 
ти большего радиуса равно 6. Точка А делит длину отрезка каса- 
тельной, заключенного между точками касания, в отношении 1:3. 


40 Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


Найти площадь фигуры, ограниченной отрезками касательных и 
большими дугами окружностей, соединяющими точки касания. 


40. (почв-92.4) Две окружности.с центрами О! и О2, лежащими на 
стороне ММ треугольника М МР, касаются друг друга и пересе- 
кают стороны МР и РМ в точках М, О и М, С соответственно, 
причем |МО1| = |[010]| = 3,|№О2| = |[СОз| = 6. Найти площадь 
треугольника ММР, если известно, что отношение площади тре- 


угольника МСО> к площади треугольника О. ОМ равно 5У3 и 


[РМ| = |МР|. М2 - УЗ. 


$7. Трапеции. 


В этом параграфе собраны задачи, в которых участвует трапеция. 
Для успешного решения этих задач необходимо помнить все формулы 
и теоремы, которые вы изучили в прошлых параграфах. 

Приведем некоторые факты, касающиеся только трапеций 
(см. рис. 1). 


® Площадь трапеции АВСО с основаниями АД и ВС и высотой й 


равна 
Ар+вС 
Яб=—щ.,. 
2 
® Трапеция называется равнобедренной, если ее боковые стороны 


равны. 
® Если АС = ВО, то трапеция АВС - равнобедренная. 


® Около трапеции можно описать окружность тогда и только тог- 
да, когда она является равнобедренной. 


» В трапецию можно вписать окружность тогда и только тогда, 
когда сумма длин оснований трапеции равняется сумме длин ее 
боковых сторон. 


» Диагонали трапеции делят ее на четыре треугольника, два из ко- 
торых подобны (^АОР -. АВОС), а два других имеют одинако- 
вую площадь (блов = 5сор). | 
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1. (био-77.2) В выпуклом четырехугольнике М МГО углы при вер- 
шинах Ми Г - прямые, а величина угла при вершине М равна 

2 
агсёр -. Найти длину дигонали МО, если известно, что длина сто- 
роны [О вдвое меньше длины стороны ММ и на 2 больше длины 


стороны БМ. 


2. (экон-80.3) На плоскости даны две окружности радиусов 12 и7 с 
центрами в точках 01 и О2, касающиеся некоторой прямой в точ- 
ках М! и М2 и лежащие по одну сторону от этой прямой. Известно, 
что | М\ М?| : [0102| = 25:5. Вычислить длину отрезка М: Ма. 


3. (филолог-83.4) В трапеции АВСР основание АД больше основа- 
2 — — 
ния ВС. Известно, что АР = СР = 45, ВАР = 90°, ВСР = 150°. 
На основании АД построен треугольник АЕД так, что точки Ви 
Е лежат по одну сторону от прямой АР, причем АЕ = ОЕ. Дли- 
на высоты этого треугольника, проведенной из вершины ЕЁ, равна 
2 
1-. Найти площадь общей части трапеции АВСРШ и треугольника 


АЕ. 


4. (ВМиК-85.2) В трапеции РОН5 длина основания ()В равна 10, 
длина диагонали ()5 равна 19, а 05Р = 30°. Вычислить, что боль- 
ше: длина основания (В или длина стороны В5. 


5. (м/м-93.3) В трапеции с основаниями 3 и 4 диагональ имеет длину 
6 и является биссектрисой одного из углов. Может ли эта трапеция 
быть равнобокой? 


6. (физ-95.8) Трапеция АВСР (ВС| АЛ) вписана в окружность. Из- 
вестно, что |ВС| = а, |АБ| = Ь, САР = а. Найти радиус окруж- 
ности. 


42 


7. 


10. 
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(физ-96.4) В трапеции АВСО (ВС! АО) |АВ| = си расстояние 
от середины отрезка СД до прямой АВ равно 4. Найти площадь 
трапеции. 


. (м/м-95.4) На боковой стороне АВ трапеции АВС взята такая 


точка М, что |АМ|: |ВМ| =2: 3. на противоположной стороне 
СР взята такая точка №, что отрезок ММ делит трапецию на 
части, одна из которых по площади втрое больше другой. Найти 
отношение |СМ|: |ОМ|, если |ВС]: |АБ| =1:2. 


. (почв-93.4) Через точку пересечения диагоналей трапеции проведе- 


на прямая, параллельная основанию и пересекающая боковые сто- 
роны в точках Е и Е, |ЕЁ| = 2. Найти основания трапеции, если 
их отношение равно 4. 


(почв-91.4) В трапеции АВС длина основания АД равна 4, длина 
основания ВС равна 3, длины сторон АВ и СО равны. Точки М и 
М лежат на диагонали ВО, причем точка М расположена между 
точками В и М, а отрезки АМ и СМ перпендикулярны диагонали 
ВО. Найдите длину отрезка СМ, если |ВМ|: |2М| = 2:3. 


(филолог-86.4) В трапеции АВСР сторона АВ параллельна сто- 
роне СО. Диагонали трапеции пересекаются в точке О, причем 
треугольник ВОС является равносторонним. Найти длину сторо- 
ны СВ, если |[АВ| = 5, (СП]| = 3. 


(геогр-98.3) Площадь трапеции АВС с основаниями А) и ВС 
(АД > ВС) равна 48, а площадь треугольника АОВ, где О - точ- 
ка пересечения диагоналей трапеции, равна 9. Найти отношение 
оснований трапеции АД: ВС. 


(почв-79.4) В трапеции АВСО отрезки АВ и ОС являются ос- 
вованиями. Диагонали трапеции пересекаются в точке Е. Найти 
площадь треугольника ВСЕ, если АВ = 30, ОС = 24, АР = 3, 
БАВ=1. 


(био-94.4) В трапеции АВСЛ даны длины оснований АД = 4, 
ВС = 1 иуглы А и О при основании, равные соответственно 
агсё 22 и агсё 23. Найти радиус окружности, вписанной в треуголь- 
ник СВЕ, где Е - точка пересечения диагоналей трапеции. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


(физ-97.8) В трапеции АВСО (ВСПАО), АВС = 90°. Прямая, 
перпендикулярная стороне СП, пересекает сторону АВ в точке 
М, а сторону СО - в точке М. Известно, что |МС| = а, |ВМ| =, а 
расстояние от точки О) до прямой МС равно с. Найти расстояние 
от точки А до прямой ВМ. 


(м/м-94.4) В трапеции АВСО с основаниями АД и ВС диагона- 
ли пересекаются в точке Е. Около треугольника ЕСВ описана 
окружность, а касательная к этой окружности, проведенная в точ- 
ке Е, пересекает прямую АД в точке Ё таким образом, что точ- 
ки А, О, Е лежат последовательно на этой прямой. Известно, что 
|АЕ| =а, |АБ]| = 6. Найти длину отрезка ЕР. 


(био-79.3) Около окружности радиуса Е описана трапеция. Хорда 
соединяющая точки касания окружности с боковыми сторонами 
трапеции, параллельна основаниям трапеции. Длина этой хорды 
равна 5. Найти площадь трапеции. 


(ВМиК-84.3) В трапеции АВСЕ длина основания АЕ равна 16, а 
длина боковой стороны СЕ равна 8/3. Окружность, проходящая 
через точки А, В, С, пересекает прямую АЁ в точке Н. Величина 
угла АНВ равна 60°. Найти длину отрезка ВН. 


(м/м-89.3) Стороны КМ и ЁМ трапеции КЕММ параллельны, 
причем |КМ| = 3, а угол М равен 120°. Прямые ГМ и ММ явля- 
ются касательными к окружности, описанной около треугольника 
КЕМ. Найти площадь треугольника К ЁМ. 


(геол-92.5) В окружность с центром О вписана трапеция АВСО, 
в которой АВ |! ОС, |АВ| =5, |РС|] =1, АВС = 60°. Точка К 
лежит на отрезке АВ, причем |АК| = 2. Прямая СК пересекает 


окружность в точке Р, отличной от С’. Найти площадь треуголь- 
ника ОРС. 


(м/м-81.4) Трапеция АВСО с основаниями ВС и АР вписана в 
окружность. На дуге СО взята точка Ё и соединена со всеми вер- 
шинами трапеции. Известно, что СЕР = 120°, АВЕ - ВАЕ = 6. 
Найти отношение периметра треугольника АВЕ к радиусу впи- 
санной в него окружности. 


(ИСАА-91.2) В равнобедренную трапецию с боковой стороной, рав- 
ной 9, вписана окружность радиуса 4. Найдите площадь трапеции. 
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24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 
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. (физ-77.4) Дана трапеция, в которую вписана окружность и около 
которой описана окружность. Отношение высоты трапеции к ра- 
диусу описанной окружности равно \/2/3. Найти углы трапеции. 


(филолог-80.4) В трапецию АВСР с основаниями ВС и АД вписа- 
на окружность с центром О. Найти площадь трапеции, если угол 
РАВ прямой, |ОС|=2и |ОБ| =4. 


(м/м-77.2) Длины боковых сторон трапеции равны 3 и 5. Известно, 
что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия тра- 
пеции делит ее на две части, отношение площадей которых равно 
т. Найти длины оснований трапеции. 

(геол.ОГ-88.3) В трапецию вписана окружность. Точка касания 
делит одну из боковых сторон на отрезки длиной 12 и 3, меньшее 
основание равно 9. Найти площадь трапеции. 


(хим-78.4) В трапеции АВСО с основаниями АД и ВС длина 60- 
ковой стороны АВ равна 2. Биссектриса угла ВАШ пересекает 
прямую ВС в точке Е. В треугольник АВЕ вписана окружность, 
касающаяся стороны АВ в точке М и стороны ВЕ в точке Н. 
|МН! = 1. Найти величину угла ВАО. 


(филолог-88.4) Окружность, проходящая через вершину Д и каса- 
ющаяся сторон АВ и ВС равнобедренной трапеции АВС О, пере- 
секает стороны АД и ОС соответственно в точках М и №. Из- 
вестно, что |АМ|: |МБ| = 1:3, [СМ : [МБ] = 4: 3. Найти длину 
основания ВС, если |АВ| =7,|АБ| = 6. 


(филолог-91.5) В трапеции АВСЛ боковая сторона АВ перпенди- 
кулярна основанию ВС. Окружность проходит через точки Си О 
и касается прямой АВ в точке Е. Найдите расстояние от точки Ё 
до прямой СО, если |АБ| = 4, |ВС| = 3. 


(экон-95.3) В трапеции КЕМ М известны боковые стороны |К [| = 


36, |ММ| = 34, верхнее основание |СМ| = 10 и соз КЕМ = -3 


Найти диагональ 2М. 


(хим-95.4) Диагонали равнобедренной трапеции перпендикуляр- 
ны. Найти площадь трапеции, если ее средняя линия равна 5. 
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32. (м/м-80.3) В трапеции длина средней линии равна 4, углы при 
одном из оснований имеют величины 40° и 50°. Найти длины ос- 
нований трапеции, если длина отрезка, соединяющего середины 
этих оснований, равна 1. 


$8. Цараллелограммы. 
В этом параграфе собраны задачи на параллелограммы. Приведем 
некоторые факты, касающиеся параллелограммов (см. рис. 1). 


® Выпуклый четырехугольник является параллелограммом тогда 
и только тогда, когда его диагонали в точке пересечения делятся 
пополам. 


® Площадь параллелограмма АВС равна 
5$=АВ.ВС зв АВС = АР-№= АС. ВР. ша. 
где / - высота параллелограмма, проведенная к стороне АО, а - 


угол между диагоналями параллелограмма. 


® Если АВСО - параллелограмм, то сумма квадратов диагоналей 
равна сумме квадратов всех его сторон, т.е. 


АС? + ВР? = 2(АВ? + АБ”). 
Ф Около параллелограмма можно описать окружность тогда и толь- 
ко тогда, когда он является прямоугольником. 


® В параллелограмм можно вписать окружность тогда и только 
тогда, когда он является ромбом. 


® Около ромба можно описать окружность тогда и только тогда, 
когда он является квадратом. 


е В прямоугольник можно вписать окружность тогда и только тог- 
да, когда он является квадратом. 
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Рис. 1. 


А Ур 


. (геол-87.1} Найти площадь равностороннего треугольника, сторо- 


на которого равна стороне ромба с диагоналями 10 и 12. 


. (хим-93.4} В квадрат площадью 18 вписан прямоугольник так, что 


на каждой стороне квадрата лежит одна вершина прямоугольни- 
ка. Стороны прямоугольника относятся, как 1:2. Найти площадь 
прямоугольника. 


. (экон-78.2) В плоскости дан квадрат с последовательно располо- 


женными вершинами А, В, С, О и точка О. Известно, что ОВ = 
ОШ = 13, ОС = 5\У23 и что площадь квадрата больше 225. Найти 
длину стороны квадрата и выяснить, где расположена точка О— 
вне или внутри квадрата. 


. (физ-88.4) В параллелограмме АВСР биссектриса угла ВАД пе- 


ОМ! 
МС! 


ресекает сторону СО в точке М, такой, что = 2. Известно, 


что САМ = а. Найти ВАР. 


. (экон.К-78.2) В прямоугольнике АВСО сторона АВ втрое длин- 


нее стороны ВС. Внутри прямоугольника лежит точка М, причем 
|АМ| = У2,|ВМ!| = 4\2, [ОМ| = 2. Найти косинус угла ВАМ и 
площадь прямоугольника АВСО. 


. (филолог-92.3) В ромбе АВСР угол при вершине А равен 3. Точка 


М делит сторону АВ в отношении |АМ|: |МВ| = 2: 1. Определить 
#=РМС. 


. (геогр-84.2) В ромбе АВСО, длина стороны которого равна 6, а 


— т 
ВАР = -, на стороне ВС взята точка Е, на расстоянии, равном 


2 от точки С. Найти расстояние от точки Е до центра ромба. 


. (экон.К-79.2) Площадь прямоугольника АВСО равна 48, а длина 


диагонали равна 10. На плоскости, в которой расположен прямо- 
угольник, выбрана точка О так, что |ОВ| = |ОБ! = 13. Найти 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


расстояние от точки О до наиболее удаленной от нее вершины 
прямоугольника. 


(филолог-82.4) В параллелограмме АВСО |АВ| = ВО] = 1. Дли- 
ны диагоналей относятся как 1: 3. Найти площадь той части 
круга, описанного около треугольника ВОС, которая не принад- 
лежит кругу, описанному около треугольника АШОС. 


(экон-77.4) В выпуклом четырехугольнике АВСО точки Е, Е, Н,С 
являются соответственно серединами отрезков АВ, ВС, СО, АБ; 
О-— точка пересечения отрезков ЕН и РС. Известно, что 


ЕН = а, РС = В, РОН = ^. Найти длины диагоналей четырех- 


угольника АВСО. 


(м/м-88.3) В параллелограмме РОВ$ биссектриса угла при вер- 
шине Р, равного 80°, пересекает сторону В5 в точке Г. Найти 
радиус окружности, касающейся отрезка РО и лучей ОЁ и РГ, 
если известно, что |РО| = 7. 


(м/м-82.2) Выпуклый четырехугольник АВСО описан вокруг ок- 
ружности с центром в точке О, при этом АО = ОС = 1ВО = 
ОР = 2. Найти периметр четырехугольника АВСО. 


(физ-79.5) В ромб АВС О, у которого |АВ| ={ и ВАР = а, вписана 
окружность. Касательная к этой окружности пересекает сторону 
АВ вточке М, а сторону АД - в точке М. Известно, что |ММ| = 2а. 
Найти длины отрезков МВ и МО. 


(био-80.4) Периметр параллелограмма АВСО равен 26. Величина 
угла АВС равна 120°. Радиус окружности, вписанной в треуголь- 
ник ВСР, равен \/3. Найти длины сторон параллелограмма, если 
известно, что длина стороны АД больше длины стороны АВ. 


(хим-92.3) В параллелограмме АВСО угол ВСР равен 150°, а 
основание АД равно 8. Найти радиус окружности, касающейся 
прямой СР и проходящей через вершину А, а также пересекающей 
основание АЛ на расстоянии 2 от точки О. 


(экон-91.3) Окружность, диаметр которой равен \10, проходит 
через соседние вершины А и В прямоугольника АВСО. Длина 
касательной, проведенной из точки С к окружности, равна 3, а 
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[АВ| = 1. Найдите все возможные значения, которые может при- 
нимать длина стороны ВС. 


(экон-86.4) В прямоугольнике АВСО, в котором [АВ| = 6, а 

[АБ] =3 (1 + м2), расположены две окружности. Окружность ра- 
диуса 2 с центром в точке А касается сторон АВ и АД. Окруж- 
ность радиуса 1 с центром в точке Ё касается стороны СД и пер- 
вой окружности. Найти площадь треугольника СЁМ, если М - 
основание перпендикуляра, опущенного из вершины В на прямую, 
проходящую через точки К и Г. 


(геол-97.6) В ромб, одна из диагоналей которого равна 10, вписан 
круг радиуса 3. Вычислить площадь части ромба, расположенной 
вне круга. Будет ли эта площадь больше 9? (Ответ обосновать). 


(почв-96.4) В параллелограмме АВСО точки Е и Г лежат соот- 
ветственно на сторонах АВ и ВС, М - точка пересечения прямых 
АЕ и ОЕ, причем |[АЕ| = 2|ВЕ|, |ВЁЕ| = 3|СЕ|. Найдите числен- 
ное значение отношения |АМ|: !МЁЕ|. 

(ИСАА-97.6) В прямоугольнике АВСО на сторонах АВи АР вы- 
браны соответственно точки Ри Ё так, что АЕ: ЕВ =3:1, 
АР: ЕР = 1:2. Найти отношение ЕО : ОО, где О - точка пере- 
сечения отрезков ОЕ и СЁ. 


89. Общие четырехугольники и многоугольники. 


Этот параграф является последним в разделе планиметрии. В нем 
собраны задачи на общие четырехугольники и многоугольники. К дан- 
ному моменту вы должны хорошо знать и уметь пользоваться всеми 
теоремами и формулами планиметрии. Приведем несколько фактов, ка- 
сающихся общих четырехугольников (см. рис. 1). 


® Площадь произвольного выпуклого В 


четыретугольника равна 


1 . Р- 
5=- . 4; - 42 - ва, 

2 
где 41 и 42 - диагонали 
четырехугольника, а а - угол между ними. 
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® В выпуклый четырехугольник АВС) 


можно вписать окружность тогда и только тогда, когда АВ + 
Ср = ВС + АО. 


® Около выпуклого четырехтугольника можно описать окружность 


тогда и только тогда, когда сумма каких-нибудь двух его проти- 
воположных углов равна 180°. 


® Сумма внутренних углов выпуклого п-угольника равна п(п - 2). 


Теорема 3. Четырехугольник, вершины которого являются середи- 
нами сторон произвольного выпуклого четырехугольника, есть парал- 
лелограмм (РО Е$ на рис. 1). 

Докажите эту теорему самостоятельно. 


1. 


(психфак-77.4) В окружность радиуса 17 вписан четырехугольник, 
диагонали которого взаимно перпендикулярны и находятся на рас- 
стоянии 8 и 9 от центра окружности. Найти длины сторон четы- 
рехугольника. 


(ВМиК-98(1}.4) В четырехугольник АВСР можно вписать окруж- 
ность. Пусть К— точка пересечения его диагоналей. Известно, что 
АВ > ВС > КС, ВК =4+ У, а периметр и площадь треуголь- 
ника ВКС равны соответственно 14 и 7. Найти ОС. 


(экон-85.6) В выпуклом четырехугольнике АВС точка Е - точка 
пересечения диагоналей. Известно, что площадь каждого из тре- 
угольников АВЕ и ОСЕ равна 1, площадь всего четырехугольни- 
ка не превосходит 4, | АП] = 3. Найти длину стороны ВС. 


(хим-77.4) В выпуклом четырехугольнике длины диагоналей рав- 
ны 1 и 2. Найти площадь четырехугольника, зная, что длины от- 
резков, соединяющих середины его противоположных сторон, рав- 
ны. 


(био-93.5) В выпуклом четырехугольнике АВСО отрезок, соеди- 
няющий середины диагоналей, равен отрезку, соединяющему сере- 
дины сторон АД и ВС. Найти угол, образованный продолжением 
сторон АВ и СО. 


(почв-95.6) В выпуклом четырехугольнике АВС отрезки, соеди- 
няющие середины противоположных сторон, пересекаются под уг- 
лом 60°, а их длины относятся как 1:3. Чему равна меныная диа- 
гональ четырехугольника АВС), если большая равна 39? 
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. (хим-89.4) Параллелограммы АВСПи А’'ВСЬ’ имеют общую сто- 


рону ВС и расположены симметрично относительно прямой ВС 
(точка А’симметрична точке А, точка О’ симметрична точке Л). 
Диагональ ВР первого параллелограмма и сторона ВА’ второго 
параллелограмма лежат на одной прямой. Угол между диагоналя- 
ми АС и А’С двух параллелограммов равен 45°. Площадь пяти- 
угольника АСР’ А’ равна 15/2. Найти длины сторон паралле- 
лограмма АВСО. 


. (психфак-83.3) В треугольниках АВС и А’В’С’: АВ = АВ’, 


АС = А’С’, ВАС = 60°, В’ А’С’ = 120°. Известно, что В'С’: ВС = 
Уп (где п- целое число). Найти отношение длины АВ к длине АС. 
При каких значениях п задача имеет хотя бы одно решение. 


. (экон-94.6) В выпуклом четырехугольнике АВСО отрезок СМ, 


соединяющий вершину С с точкой М, расположенной на стороне 
АЛ, пересекает диагональ ВЛ в точке К. Известно, что 
СК:КМ =2:1, СО: ОК =5: 3, АВР + АСФ = 180°. Найти 
отношение стороны АВ к диагонали АС. 


(экон-84.5) В выпуклом четырехугольнике АВСО вершины АиС 
противоположны, |ВС| = 4, АБС = ВАР = 5. Найти длину 
стороны СО, если площадь четырехугольника равна 

1 

(АВ. |СР/+ВС1. [АР]. 


(психфак-87.5) В выпуклом четырехугольнике АВСЛ диагонали 
пересекаются в точке О. Площади треугольников ВОС, СОР, АОР 
равны соответственно 20, 40, 60. Найти угол ВАО, если известно, 
что |АВ| = 15, |АО| = 8, а угол ВОА больше 31°. 


(м/м-92.2) Диагонали четырехугольника РОН$5, вписанного в ок- 
ружность, пересекаются в точке р. На прямой РА взята точка А, 
причем 5АД = 50°, РО$ = 70°, ВО$ = 60°. Где расположена точ- 
ка А: на диагонали РЕ или на её продолжении? Ответ обосновать. 


(филолог-78.5) Пятиугольник АВСОЕ вписан в окружность еди- 
ничного радиуса. Известно, что |АВ| = /2, АВЕ=\*, ЕВЬ == 
и |ВС| = |СЪЬ|. Чему равна плещадь пятиугольника? 
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14. (психфак-92.3) Точки К, Г, М, М, Р расположены последовательно 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


на окружности радиуса 2\/2. Найти площадь треугольника КСМ, 
если ГМ|КМ, КМ|МР, ММ|ГР, ГОМ = 45°, где О - точка 
пересечения хорд [Ми МР 


(ВМиК-79.3) В окружность вписан четырехугольник АВС, диа- 
гонали которого взаимно перпендикулярны и пересекаются в точке 
Е. Прямая, проходящая через точку Е и перпендикулярная к АВ, 
пересекает сторону СО в точке М. Доказать, что ЕМ - медиана 
треугольника СЕ), и найти ее длину, если |АП]| = 8, |АВ| =4и 


СОВ=а. 


(почв-94.5) В четырехугольнике АВС диагонали перпендикуляр- 
ны и пересекаются в точке Р. Отрезок, соединяющий вершину С 
с точкой М, являющейся серединой отрезка АО, равен 5. Рассто- 
яние от точки Р до отрезка ВС равно $ и |АР| = 1. Найти длину 
отрезка АД, если известно, что вокруг четырехугольника АВС) 
можно описать окружность. 


(геогр-89.5) В выпуклом четырехугольнике АВСЛ проведены диа- 
гонали АС и ВО. Известно, что |АБ| = 2, АВЬ = АСР = 90° и 
расстояние между точкой пересечения биссектрис треугольника 
АВО и точкой пересечения биссектрис треугольника АС равно 
У2. Найти длину стороны ВС. 


(физ-96.8) В остроугольном треугольнике АВС из основания О) 
высоты ВО опущены перпендикуляры ОМ и ОМ на стороны АВ 
и ВС. Известно, что |ММ| = а, |ВО| = 5. Найти угол АВС. 


(соц-98.4) В выпуклом четырехугольнике АВСЛ длина стороны 
АО равна 4, длина стороны СР равна 7, косинус угла АПС равен 
1 з 

2’ синус угла ВСА равен 3. Найти сторону ВС, если известно, 
что окружность, описанная около треугольника АВС, проходит 
также и через точку О. 


(геол-98(2).6) Четырехугольник РО Е$ вписан в окружность. Диа- 
гонали РК и ()5 перпендикулярны и пересекаются в точке М. 
Известно, что Р5 = 13, ОМ = 10, ОЕ = 76. Найти площадь че- 
тырехугольника РОЕ5. 
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. (экон-92.5) Продолжения сторон АВ и ВС выпуклого четырех- 


угольника АВСО пересекаются в точке М, а продолжения сторон 
АВ и СГ - в точке О. отрезок МО перпендикулярен биссектри- 
се угла АОР. Найти отношение площадей треугольника АОЛ и 
четырехугольника АВСО, если |ОА| = 12, [ОБ] = 8, [СП] = 2. 


(психфак-91.4) Точки К, Г, М делят стороны выпуклого четырех- 
угольника АВСО в отношении: |АК|: |ВК| = |СЁ :|ВЁ = 
[СМ|: ФМ] = 1: 2. Радиус окружности, описанной около тре- 


угольника КСМ, равен -,|КГ| = 4, |ГМ| = 3. Какова площадь 
АВС, если известно, что |КМ| < |КП? 


(м/м-95.4) В окружность вписан четырехугольник АВСО, Р - точ- 
ка пересечения его диагоналей, |[АВ| = |[С.П]| = 5, |АБ]| > |ВС|. Вы- 
сота, опущенная из точки В на сторону АО, равна 3, а площадь 
треугольника АОР равна 12,5. Найти длины сторон АО, ВС и 
радиус окружности. 


(био-89.4) В окружность радиуса 2 вписан правильный шести- 
угольник АВСПОЕР. Из точки К, лежащей на продолжении сто- 
роны АЁ так, что |КА| < |КЕ| и |КА| = УП - 1, проведена 
секущая КН, пересекающая окружность в точках М и Н. Извест- 
но, что вненняя часть секущей КМ равна 2 (]К М! = 2), а угол 
МЕН - тупой. Найти угол НКР. 


(психфак-89.4) В четырехугольнике АВС) расположены две не- 
пересекающиеся окружности так, что одна из них касается сто- 
рон АВ, ВС и СО, а другая - сторон АВ, АД и СО. Прямая ММ 
пересекает стороны АВ и СР соответственно в точках М и № 
и касается обеих окружностей. Найти расстояние между центра- 
ми окружностей, если периметр четырехугольника М ВСМ равен 
2р, |ВС| = а и разность радиусов окружностей равна г. 


(геол-94.8) Четырехугольник АВСО таков, что в него можно впи- 
сать и около него можно описать окружности. Диаметр описанной 
окружности совпадает с диагональю АС. Доказать, что разности 
длин его противоположных сторон равны по модулю. 

25 


(геол-79.5) В выпуклом четырехугольнике АВСО АВ = бд’ ВС = 


2 
а, Ср = 6. Известно, что угол РАВ острый, угол АОС ту- 
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в — 3 —— 63 
пой, причем зп РАВ = -, соз АВС = —--. Окружность с центром 
в точке О касается сторон ВС, СШ и АО. Найти длину отрезка 
ОС. 


28. (физ-81.6) В четырехугольнике АВСО, вписанном в окружность, 
биссектриссы углов А и В пересекаются в точке Е, лежащей на 
стороне СО. Известно, что отношение длины отрезка СД к длине 
отрезка ВС' равно т. Найти: 

1) отношение расстояний от точки Е до прямых АД и ВС, 
2) отношение площадей треугольников АДЕ и ВСЕ. 


29. (м/м-97.4) Диагонали вписанного в окружность четырехугольника 
АВС пересекаются в точке Е, причем АОВ = ы Вр =6, АО. 
СЕ= ОС. АЕ. Найти площадь четырехугольника АВСО. 


30. (м/м-98(2).3) В выпуклом пятиугольнике АВСШОЕ диагонали ВЕ 
и СЕ являются биссектрисами углов при вершинах В и С соответ- 
ственно, А = 35°, р = 145°, а площадь треугольника ВСЕ равна 
11. Найти площадь пятиугольника АВСОЕ. 


$10. Задачи последних лет 


В этом параграфе собраны задачи последних лет, не вошедшие в 
предыдущие параграфы 


1. (ВМикК-99(1).4) На стороне ВС треугольника АВС взята точка Р 
такая, что [САД = 2/РАВ. Радиусы окружностей, вписанных в 
треугольники АДС и АПВ, равны соответственно 8 и 4, а рас- 
стояние между точками касания этих окружностей с прямой ВС 
равно У129. Найти АР. 


2. (ВМиК-99.6) В остроугольном треугольнике АВС угол (АСВ = 
75°, а высота, опущенная из вершины этого угла, равна 1. Найти 
радиус описанной окружности, если известно, что периметр тре- 
угольника АВС равен 4+ 6 — \/2. 


3. (ВМиК-00(1).4) На стороне АВ треугольника АВС выбрана точка 
р так, что |СП]| = \У13 и зв АСО : зв ВСР = 4: 3. Через сере- 
дину отрезка СД проведена прямая, пересекающая стороны АС’ и 
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ВС в точках М и М соответственно. Известно, что АСВ = 120°, 
площадь треугольника МСМ равна 3/3, а расстояние от точки 
М до прямой АВ в два раза больше расстояния от точки № до 
этой же прямой. Найти площадь треугольника АВС. 


. (ВМиК-00.6) Вершины А и С параллелограмма АВСЛ лежат на 


одной окружности, а вершины В и О- на другой, причем центры 
окружностей лежат в плоскости параллелограмма. Длины диаго- 
налей параллелограмма равны 6 и 2 соответственно. Расстояние 
от точки пересечения диагоналей параллелограмма АВСО ло пря- 
мой, проходящей через точки пересечения окружностей, равно 2. 
Найти расстояние между центрами окружностей. 


. (геол-99(1).8) Две окружности радиусов \У19 и \/76, касаю- 


щиеся друг друга внешним образом, вписаны в полуокружность 
(т.е. каждая из окружностей касается этой полуокружности и ее 
диаметра). Вычислить радиус полуокружности. 


(геол-99.4) Медиана АМ треугольника АВС равна половине сто- 
роны ВС. Угол между АМ и высотой АН равен 40°. Найти углы 
треугольника АВС. 


Уз 


. (геол-00(1).4) В треугольнике КММ известны эт КММ = 5 и 


— 
1 
со КММ = -. Найти отношение длин высот, опущенных соот- 


ветственно из вершины М на сторону МК и из вершины М на 
сторону №К. 


(геол-00.6) В трапецию с основаниями 3 и 5 можно вписать окруж- 
ность и около нее можно описать другую окружность. Вычис- 
лить площадь пятиугольника, образованного радиусами вписан- 
ной окружности, перпендикулярными боковым сторонам трапе- 
ции, ее меньшим основанием и соответствующими отрезками бо- 
ковых сторон. 


. (экон-99.4) В трапеции АВСР (АВ||СО)} диагонали АС =а, ВО = 


а. Найти площадь трапеции, если (САВ =2(ШО ВА. 


(экон-00.4) Точка @ расположена на стороне ММ треугольника 
ГММ так, что |МО|: 9 М| = 1:2. При повороте этого треуголь- 
ника на некоторый угол вокруг точки @) вершина Г переходит в 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


вершину М, а вершина М- в точку Р, лежащую на продолжении 
стороны СМ за точку Г. Найти углы треугольника СММ. 


(экон.В-99.3) В параллелограмме АВСР (АВ|СО) диагонали 


АС = с, ВПО = - с. Найти площадь параллелограмма, если 
[САВ = 21 АВ. 


(экон.М-99.3) В параллелограмме АВСР (АВС) диагонали 


УЗ 


АС = с, ВО = т с. Найти площадь параллелограмма, ес- 


ли [САВ = 60°. 


1 
(экон.М-00.4) При повороте треугольника ЕРС на угол агссоз З 


вокруг точки 0), лежащей на стороне ЕС, вершина РЁ переходит в 
вершину Е, а вершина С - в точку Н, лежащую на стороне РС. 
Найти отношение, в котором точка О делит сторону ЕС. 


(ИСАА-99.6}) Окружности радиусов 3 и 6 с центрами соответ- 
ственно в точках О1 и О> касаются внешним образом в точке А. 
К окружностям проведены общая внешняя касательная и общая 
внутренняя касательная. Эти касательные пересекаются в точке 
В, а Г общая точка внешней касательной и окружности ради- 
уса 6. Найти радиус окружности, вписанной в четырехугольник 
АВГО>. 


{ИСАА-00.2) Определить радиус окружности, если вписанный в 
нее угол со сторонами, длины которых равны 1 и 2, опирается на 
дугу 120°. 


(физ-98(1).4) В трапеции АВС, описанной около окружности, 


ВС||АО, АВ = СЮ, ВАШ = 45°. Площадь трапеции равна 10. 
Найти АВ. 


(физ-98(1).7) В треугольнике АВС ВАС = а, АС = 6. Вписанная 
окружность касается сторон АВ и ВС в точках М и М, биссектри- 
са угла ВАС пересекает прямую М М в точке К. Найти расстояние 
от точки К до прямой АС. 


(физ-98(2).4) Окружности радиусов 2 и 3 внешним образом ка- 
саются друг друга в точке А. Их общая касательная, проходящая 
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через точку А, пересекает две другие их общие касательные в точ- 
ках В иС. Найти ВС. 


(физ-98(2).8) В треугольнике АВС АВ =с, АС =Ь, (6 > с), АР- 
биссектриса. Через точку О проведена прямая, перпендикулярная 
АД и пересекающая АС в точке Е. Найти АЕ. 


(физ-98.4) Медианы АМ и СМ треугольника АВС пересекаются 
в точке О. Известно,что ВАС = а, ВСА = В, АС = Ь. Найти 
расстояние от точки () до прямой АС. 


(физ-98.6) На отрезке АВ взята точка С’ отрезки АВ и СВ служат 
диаметрами окружностей. Хорда АМ касается меньшей окруж- 
ности в точке О. Прямая ВР пересекает большую окружность в 
точке М, РАВ =а, АВ = 28. Найти площадь четырехугольника 
АВММ. 


(физ-99(1).4) В треугольнике АВС АВ = ВС, ВАС = 45°. Прямая 
ММ пересекает сторону АС в точке М, а сторону ВС в точке М, 
АМ =2. МС, ММС = 60°. Найти отношение площади треуголь- 
ника ММ№С к площади четырехугольника АВММ. 


{физ-99(1).6) На сторонах острого угла АВС взяты точки Аи С. 
Одна окружность касается прямой АВ в точке В и проходит через 
точку С’. Вторая окружность касается прямой ВС в точке В и про- 
ходит через точку А. Точка О вторая общая точка окружностей. 
Известно, что АВ =а, СО =Ь6, ВС = с. Найти АБ. 


(физ-99(2).4) В треугольнике АВС взяты точка М на стороне АВ, 
а точка М— на стороне АС. Отрезки СМ и ВМ пересекаются в 
точке О, АМ: МВ = 2:3, ВО: ОМ =5:2. Найти СО : ОМ. 


(физ-99{2).6) В ромбе АВСП высоты ВР и ВО пересекают диа- 
гональ АС в точках М и М (М между Аи №), АМ =р, ММ = 4. 
Найти РО. 


(физ-99.3) В равнобочную трапецию АВС (ВС||А) вписана ок- 


ружность, ВС : АР = 1: 3, площадь трапеции равна у. Найти 
АВ. | 
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{физ-99.6) Через точку № проведены две прямые, касающиеся не- 
которой окружности с центром О. На одной из этих прямых взята 
точка А, а на другой прямой взята точка В так, что ОА = ОВ, 
ОА > ОМ, МА + М. Известно, что МА = а, МВ = В, ОА = с. 
Найти ОМ. 


(физ-00(1).4) В треугольнике АВС АД - медиана, |АБ| = т, |АВ| = 
а, |АС| = 6. Найти ВАС. 


(физ-00(1).8) Из точки А проведены к окружности две касатель- 
ные (М иМ - точки касания) и секущая, пересекающая эту окруж- 
ность в точках В и С, ахорду ММ - в точке Р, |АВ|: |ВС| =2:3. 
Найти |АР|: [АС]. 


(физ-00(2).4) В трапеции АВСО ВС || АБ, |АП] = З1ВС|. Прямая 
пересекает боковые стороны трапеции в точках М и М, |АМ|: 
[МВ| =3:5, |СМ!| : [МБ| = 2:7. Найти отношение площадей 
четырехугольников МВСМ№М и АММО. 


(физ-00(2).8) На стороне ВС остроугольного треугольника АВС 
(АВ 2 АС) как на диаметре построена полуокружность, пересе- 
кающая высоту АД в точке М, |[АБ| =а, |МО]| = БВ, Н - точка 
пересечения высот треугольника АВС. Найти |АН|. 


(физ-00.4) На стороне АС треугольника АВС взята точка А1, а 
на продолжении стороны ВС взята точка С\1 (С между В и С!\)}, 
длина отрезка АС равна 85% длины стороны АС, а длина отрезка 
ВС, равна 120% длины стороны ВС. Сколько процентов площади 
треугольника АВС составляет площадь треугольника А. ВС\? 


(физ-00.6) В треугольнике АВС |АВ| = а, |АС] = $, точка О - 
центр описанной окружности. Прямая ВО, перпендикулярная пря- 
мой АО пересекает сторону АС' в точке О. Найти [СП]. 


(м/м-99(1).4) Диагонали выпуклого четырехугольника АВСЛ пе- 
ресекаются в точке Е, АВ = АО, СА-- биссектриса угла С, ВАР = 
140°, ВЕА = 110°. Найти величину угла СОВ. 


(м/м-99{2).4) Две окружности пересекаются в точках А и В. Через 
точку В проведена прямая, пересекающая окружности в точках С 
и О, лежащих по разные стороны от прямой АВ. Касательные к 
этим окружностям в точках С’ и О пересекаются в точке Ё. Найти 
АЕ, если АВ = 10, АС = 16, АО = 15. 
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(м/м-99.4) В трапеции АВСО с боковыми сторонами АВ = 9и 
СЛ = 5 биссектриса угла О пересекает биссектрисы углов Аи С 
в точках М и М соответственно, а биссектриса угла В пересекает 
те же две биссектрисы в точках Си К, причем точка К лежит на 
основании АР. 


а) В каком отношении прямая СМ делит сторону АВ, а прямая 
МК- сторону ВС? 


6) Найти отношение ММ : КГ, если ГМ: КМ =3:7. 


(м/м-00(1).4) Перпендикуляр к боковой стороне АВ трапеции 
АВС, проходящий через ее середину К’, пересекает сторону СО 
в точке Ё. Известно, что площадь четырехугольника АК ГО в пять 
раз больше площади четырехугольника ВКГС, |СГ| = 3, ОГ| = 
15, |КС]| = 4. Найти длину отрезка КО. 


(м/м-00(2).3) Окружность, проходящая через вершины В, Сир 
параллелограмма АВСО, касается прямой АД и пересекает пря- 
мую АВ в точках В и Е. Найти длину отрезка АЕ, если |АБ| = 4 
и [СЕ] =5. 


{м/м-00.4) Две окружности касаются друг друга внешним образом 
в точке А. Прямая, проходящая через точку А, пересекает первую 
окружность в точке В, а вторую — в точке С'. Касательная к пер- 
вой окружности, проходящая через точку В, пересекает вторую 
окружность в точках О и Е (О лежит между Ви Е). Известно, 
что |АВ| = 5 и | АС] = 4. Найти длину отрезка СЁ и расстоя- 
ние от точки А до центра окружности, касающейся отрезка АДи 
продолжений отрезков ЕД и ЕА за точки Д и А соответственно. 


(хим-99(1).4) В окружности радиуса 4 с центром в точке О прове- 
дены два диаметра АВ и СО так, что угол АОС = Из точки 


М, лежащей на окружности и отличной от точек А, В, С и О, 
проведены к диаметрам АВ и СО перпендикуляры МО и МР со- 
ответственно (точка () лежит на АВ, а точка Р- на СО) так, что 


— 2 
МРО = 5 - Найти площадь треугольника МРО. 


(хим-99.4) В треугольнике АВС угол В равен 6 Через точки А 


и В проведена окружность радиуса 2, касающаяся прямой АС в 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


точке А. Через точки В и С проведена окружность радиуса 3, 
касающаяся прямой АС в точке С'. Найти длину стороны АС. 


(ВКНМ-99(1).4) В окружность 7 с центром в точке О вписан че- 
тырехугольник АВС О, диагонали которого перпендикулярны. Из- 
вестно, что угол АОВ втрое больше угла СОР. Найти площадь 
круга, ограниченного окружностью 17, и сравнить с числом 510, 
если СР = 10.1 


(хим-00(1).4) Пятиугольник АВСОЕ вписан в окружность. Найти 
ее длину, если |ВС| = |СЕ|, площадь треугольника АДЕ равна 
площади треугольника СОЕ, площадь треугольника АВС равна 
площади треугольника ВСЮ, а 3|АС] + 2|ВП]| = 55. 


(хим., ВКНМ-00.4) В угол вписано несколько окружностей, ради- 
усы которых возрастают. Каждая следующая окружность касает- 
ся предыдущей окружности. Найти сумму длин второй и третьей 
окружностей, если радиус первой равен 1, а площадь круга, огра- 
ниченного четвертой окружностью равна 64т. 


(био-99.4) На основаниях АР и ВС трапеции АВСР построены 
квадраты АДЕГ и ВССН, располаженные вне трапеции. Диаго- 
нали трапеции пересекаются в точке О. Найти длину отрезка АО, 
если ВС =2, СО =Т, а СЕ = 18. 


(почв-99(1).5) Дан треугольник АВС, площадь которого равна 2. 
На медианах АК, ВЁ и СМ треугольника АВС взяты соответ- 
ственно точки Р, ди В так, что АР: РК =1, ВО: ОГ =1:2, 
СВ: ВМ =5:4. Найти площадь треугольника РОК. 


3 
(почв-99.6) Дан треугольник АВС с основанием АВ, равным >, и 


6 
высотой СН, опущенной на это основание и равной —. Известно, 


что точка Н лежит на АВи АН: НВ =2:1.В угол АВС вписана 
окружность, центр которой лежит на высоте СН. Найти радиус 
этой окружности. 


(почв-00(1).5) Высота трапеции АВСШ равна 5, а основания ВС 
и АР соответственно равны 5 и 3. Точка Е находится на стороне 


1В июле абитуриенты ВКНМ сдавали письменный экзамен по математике вместе 
с абитуриентами химического факультета. 
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ВС, причем |ВЕ| = 2, Е - середина стороны СО, а М - точка пе- 
ресечения отрезков АЕ и ВР. Найти площадь четырехугольника 
АМЕР. 


(почв-00.6) Биссектрисы внутренних углов треугольника продол- 
жены до точек пересечения с описанной около треугольника окруж- 
ностью, отличных от вершин исходного треугольника. В резуль- 
тате попарного соединения этих точек получился новый треуголь- 
ник. Известно, что углы исходного треугольника равны 30, 60 и 
90 градусам, а его площадь равна 2. Найти площадь второго тре- 
угольника. 


(геогр-99(1).4) В треугольнике АВС биссектриса АД угла А ибис- 
сектриса ВГ угла В пересекаются в точке Р. Величина угла [ГРА 
равна 60°. 


1) Найти величину угла АСВ. 


2) Вычислить площадь треугольника АВС, если СТО = 45° и 
АВ =2. 


(геогр-99.5) В четырехугольнике АВСР диагонали АС и ВО пе- 
ресекаются в точке К. Точки Ё и М являются соответственно 
серединами сторон ВС и АР. Отрезок ГМ содержит точку К. 
Четырехугольник АВСЛ таков, что в него можно вписать окруж- 
ность. Найти радиус этой окружности, если АВ = 3, АС = 13 и 
ГК: КМ =1:3. 


(геогр-00(1).4) В треугольнике АВС на сторонах АВ и АС отмече- 
ны точки М и М соответственно, причем ВМ = ВМ. Через точку 
М проведена прямая, перпендикулярная ВС, а через точку № - 
прямая, перпендикулярная АВ. Эти прямые пересекаются в точке 
О. Продолжение отрезка ВО пересекает сторону АС в точке Р. 
|АР| = 5, [РС] = 4. Найти длину отрезка ВР, если известно, что 
[ВС] = 6. 


(псих-99.5) Четырехугольник АВСО вписан в окружность. Длины 
противоположных сторон АВ и СО равны соответственно 9 и 4, 
АС =Т, ВО = 8. Найти площадь четырехугольника АВСО. 


(соц-99.3) В выпуклом четырехугольнике АВСО проведены диа- 
гонали АС и ВО. При этом оказалось, что (ВАС = (ВОС, а 


25л 
площадь круга, описанного около треугольника ВОС, равна — 
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1) Найти радиус окружности, описанной около треугольника АВС. 


2) Зная, что ВС = 3, АС = 4, ВАШ = 90°, найти площадь четы- 
рехугольника АВС. 


{соц-00.5) В четырехугольник АВС вписана окружность ради- 
уса 2. Угол (РАВ прямой. |АВ| = 5, |ВС| = 6. Найти площадь 
четырехугольника АВСО. 


(филол-99.3) В треугольнике АВС медиана АК пересекает меди- 
ану ВЛ в точке Г. Найти площадь треугольника АВС, если пло- 
щадь четырехугольника КСОГ равна 5. 


(фил-00.2) Через центр окружности, вписанной в треугольник АВС 
провели прямую ММ параллельно основанию АВ (М лежит на 
ВС, М лежит на АС). Найти периметр четырехугольника АВМ М, 
если известно, что |АВ| = 5, |ММ|] = 3. 
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СТЕРЕОМЕТРИЯ 


Введение. 


Тетраэдр — простейший из многогранников. В школе его принято 
называть треугольной пирамидой, подчёркивая тем самым особенность 
одной из граней тетраэдра, которую называют основанием пирамиды. 
В тетраэдре 4 вершины, 6 рёбер и 4 грани. Геометрически все одно- 
типные элементы тетраэдра равноправны. Геометрия тетраэдра очень 
обширна, подобно геометрии треугольника. Знание свойств тетраэдра 
и умение его решать так же важно при решении стереометрических за- 
дач, как умение решать треугольник и знание его свойств при решении 
задач планиметрии. Задачи такого типа представлены в параграфах $1 
и $2. В параграфах $33 и $4 рассматриваются стереометрические зада- 
чи на пирамиды, призмы и другие многогранники, а также на сферы 
(шары), цилиндры, конусы и другие фигуры вращения. 

В каждом из четырёх параграфов задачи представлены в двух раз- 
Делах. Первые разделы (в $1 — ”Свойства трёхгранного угла и тетра- 
эдра”, в $2 — ”Тетраэдры со специальными свойствами”, в $3 и $4 — 
”Подготовительные задачи”) содержат общезначимые задачи, которые 
можно называть леммами и теоремами, и достаточно простые задачи. 
Их использование при решении резльных конкурсных задач не обяза- 
тельно, но они позволяют делать обобщения и дают некоторые общие 
подходы к решению стереометрических задач. Поскольку эти задачи 
являются задачами на доказательство, ответы на них не предусмот- 
рены. Полезные соотношения и формулы приводятся непосредственно в 
текстах задач. Вторые разделы параграфов ”Конкурсные задачи” со- 
держат задачи письменных экзаменов по математике, проводимых в 
МГУ в 1970-1999 годы. Второй раздел $1 содержит задачи, основан- 
ные на использовании общих свойств тетраэдра и умении вычислять 
основные его элементы. Во втором разделе $2 представлены задачи, фор- 
мулируемые для тетраэдров со специальными свойствами (правильные 
тетраэдры, правильные треугольные пирамиды, приямоугольные, рав- 
ногранные и ортоцентрические тетраэдры). Во второй раздел $3 входят 
задачи, основанные на свойствах пирамид, призм и других многогран- 
ников. Второй раздел $4 содержит задачи, формулируемые для сфер 
(шаров), цилиндров, конусов и других фигур вращения. Большинство 
приводимых задач являются задачами на вычисление. 
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$1. Общие свойства тетраэдра. 


Прежде, чем приступить к решению задач, ознакомимся с основны- 
ми теоремами стереометрии. 


® Теорема (признак параллельности прямой и плоскости). 
Если прямая параллельна какой-либо прямой, лежащей в плоскос- 
ти, то данные прямая и плоскость либо параллельны, либо прямая 
принадлежит плоскости. 


® Теоремы (о плоскости и прямой, параллельной плоскос- 
ти). 
1) Если плоскость содержит прямую, параллельную другой плос- 
кости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения этих 
плоскостей параллельна данной прямой. 
2) Если через каждую из двух параллельных прямых проведена 
произвольная плоскость и эти плоскости пересекаются, то линия 
пересечения этих плоскостей параллельна каждой из данных пря- 
мых. 
3) Если две пересекающиеся плоскости параллельны данной пря- 
мой, то линия их пересечения также параллельна данной прямой. 


® Теорема (признак параллельности двух плоскостей). 
Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно 
параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости 
параллельны. 


® Теорема (о параллельных плоскостях). 
Если две параллельные плоскости пересечены третьей плоскос- 
тью, то линии их пересечения параллельны. 


® Теорема (признак перпендикулярности прямой и плоскос- 
ти). 
Если прямая перпендикулярна каждой из двух пересекающихся 
прямых, лежащих в плоскости, то данная прямая и плоскость вза- 
имно перпендикулярны. 


® Теоремы (о перпендикулярности прямых и плоскостей). 
1) Два различных перпендикуляра к плоскости параллельны. 
2) Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна плос- 
кости, то и другая перпендикулярна этой плоскости. 
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3) Прямая, перпендикулярная одной из двух параллельных плос- 
костей, перпендикулярна и другой плоскости. 

4) Две плоскости, перпендикулярные одной и той же прямой, па- 
раллельны. | 


® Теорема (признак перпендикулярности двух плоскостей). 
Если плоскость содержит перпендикуляр к другой плоскости, то 
она перпендикулярна этой плоскости. 


® Теоремы (0 взаимно перпендикулярных плоскостях). 
1} Если две плоскости взаимно перпендикулярны, то прямая, при- 
надлежащая одной плоскости и перпендикулярная линии пересе- 
чения плоскостей, перпендикулярна другой плоскости. 
2) Если две плоскости взаимно перпендикулярны и к одной из 
плоскостей проведён перпендикуляр, проходящий через линию пе- 
ресечения этих плоскостей, то этот перпендикуляр целиком при- 
надлежит другой плоскости. 

® Теорема (о трёх перпендикулярах). . 

Для того чтобы прямая, лежащая в плоскости, была перпенди- 

кулярна наклонной, необходимо и достаточно, чтобы эта прямая 

была перпендикулярна проекции наклонной на эту плоскость. 


Ознакомимся с некоторыми определениями. Обратите внимание, 
что определения даются в расширенном виде, содержат названия эле- 
ментов определяемых фигур и некоторые простейшие, приводимые без 
доказательств, свойства. 


® Определение 1. Двугранным углом называется фигура в про- 
странстве, образованная двумя различными полуплоскостями с об- 
щей ограничивающей их прямой. Полуплоскости называются гра- 
нями, а ограничивающая их прямая — ребром двугранного угла. 
Плоскость, перпендикулярная ребру двугранного угла, пересекает 
его грани по двум полупрямым. Угол между этими полупрямыми 
называется линейным углом двугранного угла. Двугранный угол 
измеряется своим линейным углом. Полуплоскость, граница кото- 
рой совпадает с ребром двугранного угла и которая делит дву- 
гранный угол на два равных двугранных угла, называется бис- 
секторной плоскостью. (см. рис.1)} 
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А 
^®\ 
5 “Ч 
С 
рис.1. Двугранный угол. рис.2. Трёхгранный угол. 


® Определение 2. Трёхгранным углом (иначе триэдром) называ- 
ется фигура в пространстве, составленная из трёх плоских углов 
с обтцей вершиной, не лежащих в одной плоскости, каждые два из 
которых имеют общую сторону, и нет стороны, общей для всех 
трёх углов. Эти плоские углы называются гранями трёхгранного 
угла, а их стороны — рёбрами. Общая вершина плоских углов на- 
зывается вершиной трехгранного угла. Двугранные углы, обра- 
зованные продолжениями граней до полуплоскостей, называются 
двугранными углами трёхгранного угла. (см. рис.2) 


® Определение 3. Биссектрисой трёхгранного угла называется по- 
лупрямая, начальная точка которой совпадает с вершиной трёх- 
гранного угла, и каждая точка которой равноудалена от граней 
это трёхгранного угла. Биссектриса трёхгранного угла является 
пересечением трёх биссектральных плоскостей двугранных углов 
данного трёхгранного угла. 


® Определение 4. Треугольная пирамида (пирамида, в основании 
которой лежит треугольник) называется тетраэдром. Два ребра 
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тетраэдра, имеющие в качестве одного из своих концов общую 
вершину тетраэдра, называются смежными. Два несмежных ребра 
называются противоположными (или скрещивающимися). 


Определение 5. Шар (сфера) называется вписанным (вписанной) 
в тетраэдр если он (она) касается всех четырёх граней тетраэд- 
ра. Для каждого тетраэдра существует единственный вписанный в 
него шар. Центром этого шара является точка пересечения биссек- 
трис всех четырёх трёхгранных углов тетраэдра, то есть пересе- 
чением всех биссектральных плоскостей шести двугранных углов 
тетраэдра. 


Определение 6. Шар (сфера) называется вневписанным (внев- 
писанной) в тетраэдр если он (она) касается одной грани и про- 
должений трёх других граней тетраэдра. Для каждого тетраэдра 
существуют четыре вневписанных шара. 


Определение 7. Шар (сфера) называется описанным (описан- 
ной) около тетраэдра если все четыре вершины тетраэдра при- 
надлежат его поверхности (она проходит через все четыре верши- 
ны тетраэдра). Для каждого тетраэдра существует единственный 
описанный около него шар. Центром этого шара является точка 
пересечения четырёх перпендикуляров к граням, проведенных че- 
рез центры окружностей, описанных около этих граней. 


Определение 8. Медианой тетрадра называют отрезок, соединя- 
ющий вершину тетраэдра с точкой пересечения медиан (центром) 
противоположной грани. (см. рис.3) 


Определение 9. Бимедианой тетраэдра называется отрезок, со- 
единяющий середины противоположных рёбер. (см. рис.3) 


Определение 10. Для каждой пары противоположных рёбер тет- 
раэдра проведём пару параллельных плоскостей, содержащих эти 
рёбра. Полученный параллелепипед называется описанным около 
тетраэдра. Бимедианы тетраэдра соединяют центры противопо- 
ложных граней описанного около него параллелепипеда, а значит 
равны рёбрам этого параллелепипеда. (см. рис.4) 
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рис.3. Тетраэдр рис.4. Описанный параллелепипед. 


® Определение 11. Высоты описанного около тетраэдра паралле- 
лепипеда называются бивысотами тетраэдра. 


Объём тетраэдра вычисляется по следующей основной формуле, до- 
казываемой в школьном курсе. 


© Основная формула для объёма тетраэдра. Объём тетраэдра 
У вычисляется по формуле У = 35 ‹Н ‚где $ — площадь 


основания тетраэдра, а Н -— высота тетраэдра. 


Другие формулы для вычисления объёма тетраэдра сформулиро- 
‘ваны как задачи в подготовительном разделе. 
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Первый раздел. Свойства трёхгранного угла и тетраэдра. 


1. 


10. 


Пусть а, Ви 77 — плоские углы трёхгранного угла, А, Виб— 
соответственно противолежащие им двугранные углы. Докажите, 
что эта : зв А = зп: зт В = эту: т (. (Первая теорема 
синусов для трёхгранного угла). 


Плоские углы трёхгранного угла равны а, Ви 7; противолежа- 
щие им рёбра образуют с плоскостями граней углы @, В и С. До- 
кажите, что зша-зшй = зп В -зт 8 = эт 7: т с. (Вторая теорема 
синусов для трёхгранного угла). 


Пусть а, Ви 7 — плоские углы трёхгранного угла, а А — дву- 
гранный угол, противолежащий плоскому углу а. Докажите, что 
с08 а = с08 Д . с08 7) + зш Д - эт 7. с08 А. (Первыя теорема косинусов 
для трёхгранного угла). 


Пусть А, Ви С — двугранные углы трёхгранного угла, а © — 
плоский угол, противолежащи двугранному углу А. Докажите, 
что с08 А= —соз В . сов С + зт В -зт0 - сова. (Вторая теорема 
косинусов для трёхгранного угла). 


Сумма плоских углов трёхгранного угла равна 180°. Докажите, 
что сумма косинусов его двугранных углов равна 1. 


. В любом ли тетраэдре высоты пересекаются в одной точке? 


. Докажите, что центром описанной около тетраэдра сферы явля- 


ется точка пересечения всех шести плоскостей, проходящих через 
середины рёбер и перпендикулярных к ним. 


Докажите, что три бимедианы тетраэдра пересекаются в одной 
точке (называемой центроидом) и делятся этой точкой пополам. 


Докажите, что четыре медианы тетрадра пересекаются в одной 
точке (в его центроиде) и этой точкой делятся в отношении 3:1 
считая от вершины тетраэдра. 


Пусть К и Г являются серединами рёбер АВ и СР тетраэдра 
АВСР. Докажите, что длина бимедианы КГ вычисляется через 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


длины рёбер тетраэдра по формуле 
КТ, = >С + СВ? + В? + РА? - АВ? - Ср?. 


Пусть М — точка пересечения медиан АВС. Докажите, что 
длина медианы АМ тетраэдра АВС вычисляется через длины 
рёбер тетраэдра по формуле 


АМ = Е 3. (АВ? + АС? + АБ?) - ВС? - СР? - ОВ?. 


"Три отрезка, не лежащие в одной плоскости, пересекаются в точке 
О, делящей каждый из них пополам. Докажите, что существуют 
ровно два тетраэдра, в которых эти отрезки соединяют середины 
противоположных рёбер. Докажите, что эти тетраэдры симмет- 
ричны относительно точки О. 


Пусть 5: и 52 — площади граней АВС и АВО соответственно 
тетраэдра АВСО, длины рёбер АВ и СРО равна а и В соот- 
ветственно, х — величина двугранного угла при ребре АВ, ф 
— величина угла между противоположными рёбрами АВ и СО. 
Докажите, что 


1 
52 + 52 — 25152 сова = д (46 т ф)?. 


Примечание: 1 (аб зт ф)* — площадь любой из двух равных гра- 
ней описанного параллелепипеда при рёбрах АВ и СО. (Теорема 
косинусов для тетраэдра). 


Докажите, что объём тетраэдра сосотавляет одну треть от объёма 
описанного параллелепипеда. 


Докажите, что объём тетраэдра равен одной трети произведения 
площади его полной поверхности на радиус вписанного шара. 


Пусть 51 и 52 — площади граней тетраэдра, прилегающих к 
ребру длины а, а а — величина двугранного угла при этом ребре. 
Докажите, что объём тетраэдра У удовлетворяет равенству 

2 


У = — . 5152 : япа. 
За 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Дан тетраэдр АВС. Пусть АВ =Ь АС=с, Ар =а, ([САР= 
В, (ВАР = ли величина двугранного угла при ребре АД равна 
р. Докажите, что объём тетраэдра 


1 о 
Удвср = 5. са - эт: пу. т О. 


Дан тетраэдр АВСО. Пусть АВ=а, СРЕЬ, расстояние между 
прямыми АВ и СРО (бивысота) равна 4, а величина угола между 
этими прямыми равена ф. Докажите, что объём тетраэдра 


1 
Удлвср = 6 . ара. эт ф. 


Пусть 51, 52, 5з и 54 — площади граней тетраэдра, а У — его 
объём. Докажите, что для любой пары противоположных рёбер 
справедливо равенство 


% 481525354 
пас вт — 92 ’ 


где а и $ — длины противоположных рёбер, а х и В — величины 
двугранных углов при них. (Теорема синусов для тетраэдра) 


Докажите, что сумма квадратов длин рёбер тетраэдра равна учет- 
верённой сумме квадратов длин его бимедиан. 


Прямая {| проходит через середины рёбер АВ и СО тетраэдра 
АВС; плоскость П, содержащая [, пересекает рёбра ВС и АР 
в точках М и М. Докажите, что прямая [| делит отрезок ММ№ 
пополам. 


Пусть 51, 52, 5з и 54 — площади граней тетраэдра, а Р!, Ро и 
Рз — площади граней описанного около этого тетраэдра паралле- 
лепипеда. Докажите, что 


51 452+ 53+ 52 = РР + Р2+Р2. 


Пустьаиа1, фи в, си с1 — длины противоположных рёбер 
тетраэдра; «, В, 7 — соответственно углы между ними (а, В, < 
90°). Докажите, что одно из чисел аа1 сова, 51 созВ и сс: соз у 
— сумма двух других. 
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24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Пусть Ва, №2, Взи 14 — длины высот тетраэдра, а 41, 42 и аз 
— длины его бивысот. Докажите, что 


ет 
ыы въ ца а в 


Пусть М — центроид тетраэдра АВСО, О — центр его описан- 
ной сферы. Докажите, что: 

а) ОМ {ОМ <=> АВ? + ВС? + СА? = АР? + ВР? +СР?; 

6) если точки Д и М и точки пересечения медиан граней, сходя- 
щихся в вершине О, лежат на одной сфере, то РМ ТОМ. 


Пусть 5;, В; и Ц (16 {1,2,3,4} ) — площади граней, радиусы 
описанных около этих граней окружностей и расстояния от цент- 
ров этих окружностей до противоположных вершин тетраэдра со- 
ответственно, а У — его объём. Докажите что 


4 
182 =} 152 (2-82). 
=1 


Докажите, что для любого тетраэдра существует треугольник, 
длины сторон которого равны произведениям длин противополож- 
ных рёбер тетраэдра, причём площадь 5 этого треугольника рав- 
на 6УД, где У — объём тетраэдра, В — радиус его описанной 
сферы. (Формула Крелле} 


Пусть 51, 520, 53 и 54 — площади граней тетраэдра, У — 
его объём, а и $ — длины противоположных рёбер, а аи В --— 
величины двугранных углов при них. Докажите, что 


20-т 


2 2 
+2. а. сва - 4 ЕВ = 
2 ООО | 


где 9=(5152)? + (5153)? + (5154)? + ($253)? + (5254)? + (5354)? 
и Т=51 + 54 + 54 + 54. (Теорема Бретшнейдера) 
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Второй раздел. Конкурсные задачи. 


1. (м/м-70.5) Длина каждого ребра треугольной пирамиды б5АВС 
равна 1. Отрезок ВО есть высота треугольника АВС. Равносто- 
ронний треугольник ВОЕ лежит в плоскости, образующей угол 
ф сребром АС, причём точки 5 и Е лежат по одну сторону от 
плоскости основания АВС. Найти расстояние между точками 5 
и Е. 


2. (м/м-71.3) Все грани треугольной пирамиды — равные равнобед- 
ренные треугольники, а высота пирамиды совпадает с высотой 
одной из её боковых граней. Найти объём пирамиды, если рассто- 
яние между наибольшими противоположными рёбрами равно 1. 


3. (м/м-72.4) В треугольной пирамиде 5АВС боковое ребро 5С' рав- 
но ребру АВ и наклонено к плоскости основания АВС под углом 
60°. Известно, что вершины А, В, С и середины боковых рё- 
бер пирамиды расположены на сфере радиуса 1 м. Доказать, что 
центр указанной сферы лежит на ребре АВ, и найти высоту пи- 
рамиды, опущенную на основание АВС. 


4. (м/м-73.4) В треугольной пирамиде АВСО грани АВС и АВО 
имеют площади р и 4 и образуют между собой угол а. Найти 
площадь сечения пирамиды, проходящего через ребро АВ и центр 
вписанного в пирамиду шара. 


5. (м/м-74.4) В треугольной пирамиде АВСР ребро ОС = 9, ребро 
РВ = Ар, а ребро АС перпендикулярно к грани АВО. Сфера 
радиуса 2 касается грани АВС, ребра ОС, а также грани РАВ 
в точке пересечения её медиан. Найти объём пирамиды. 


6. (м/м-77.5) Основанием пирамиды 5АВС является равносторон- 
ний треугольник АВС, длина стороны которого равна 4\/2. Бо- 
ковое ребро 5С перпендикулярно плоскости основания и имеет 
длину 2. Найти величину угла и расстояние между скрещиваю- 
щимися прямыми, одна из которых проходит через точку © и се- 
редину ребра ВС, а другая проходит через точку С и середину 
ребра АВ. 


7. (м/м-78.5) Объём пирамиды АВСО равен 5. Через середины рё- 
бер АВ и ВС проведена плоскость, пересекающая ребро СО в 
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10. 


11. 


точке М. При этом отношение длины отрезка ОМ к длине от- 
2 
резка МС равно 3. Вычислить площадь сечения пирамиды ука- 


занной плоскостью, если расстояние от неё до вершины А равно 
1. 


. (м/м-79.5) Основанием треугольной пирамиды АВС является 


треугольник АВС, в котором (А = >. СС = с, ВС =2\/. Дли- 
ны рёбер АО, ВО, СО равны между собой. Сфера радиуса 1 


касается рёбер АП, ВО, продолжения ребра СД за точку О и 
плоскости АВС. Найти величину отрезка касательной, проведён- 
ной из точки А к сфере. 


. (м/м-82.5) Дана треугольная пирамида АВСО с вершиной О, 


грани которой АВШ, и АСР — прямоугольные треугольники, 
ребро АД перпендикулярно медиане АК основания АВС и АО = 
АК. Сечением пирамиды плоскостью, не проходящей через сере- 
дины рёбер АР и ВС, является равнобочная трапеция ЕРСН 
с основаниями ЕЁ и СН, причём точка Е делит ребро ВО 
пополам, а точка С лежит на ребре АС и АС = ЗСС. Найти 
отношение площади трапеции ЕРСН к площади грани ВСР. 


(м/м-83.5) Дана треугольная пирамида АВСО. Точка Г взята на 
ребре АР, а точка № взята на ребре ОВ так, что ОМ : МВ = 
1:2. Через точки Р, М№ и точку пересечения медиан треугольни- 
ка АВС проведена плоскость, пересекающая ребро СР в точке 
Н. Через точку Н проведена плоскость, параллельная плоскости 
АОВ и пересекающая рёбра СА и СД в точках Ё и К соот- 
СН _ [АР 
НВ ‘ЕО 
вписанного в пирамиду СНЁК ‚ равен В. Найти отношение пло- 
щади треугольника АВС к сумме площадей всех граней пирами- 
ды АВС, если длина перпендикуляра, опущенного из вершины 
р на плоскость АВС, равна В. 


2 
ветственно. Известно, что ) и что радиус шара, 


(м/м-87.6) Сфера касается рёбер 45, В5, ВС и АС треугольной 
пирамиды 5АВС в точках К, Ё, М и М соответственно. Найти 
длину отрезка КГ, если ММ =Т см, МК =5 см, [М = 2/29 
сми КГ=ГМ. 
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Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


(м/м-94(2).5) Найти наибольшее значение объёма пирамиды бАВС 
при следующих ограничениях: 


5А<4, 5$8В>7, 56>9, АВеБ ВС<6, АС<8. 


(м/м-95(1).6) В пирамиде 5АВС двугранные углы при рёбрах 
АВ, ВС и АС равны 90°, 30° и 90° соответственно. Плоскость 
пересекает рёбра 5В, 5С, АС и АВ в точках К, Г, М Ми 
соответственно, причём четырёхугольник КЕММ — трапеция, 
основание КЁ которой втрое меньше основания ММ. Найти пло- 
шадь этой трапеции, если её высота равна 13 и А5 = ВС = 13. 


(м/м-95(2).5} Высота пирамиды равна 5, а основанием служит 
треугольник со сторонами 7, 8 и 9, Некоторая сфера касается 
плоскостей всех боковых граней пирамиды в точках, лежащих на 
сторонах основания. Найти радиус сферы. 


(м/м-98.6) Дана пирамида АВСО. — Сфера касается плоскостей 
РАВ, РАС и ОВС в точках К, Г, и М соответственно. При 
этом точка К находится на стороне АВ, точка Ё — на стороне 
АС, точка М — на стороне ВС. Известно, что радиус сферы 
равен 3, ДАОВ = 90°, (ВОС = 195°, [АОС = 15°. Найти объём 
пирамиды. 


(м/м-99(1).6) Основание Н высоты 5Н треугольной пирамиды 


5АВС принадлежит грани АВС, 5Н = \/з 5А = 1, 5В = 
2, угол [АБВ = 120°, угол АСВ = 60°. Найти радиус сферы, 
описанной около пирамиды АВС. 


(м/м-00(2).6) Параллельные плоскости а« и ДВ делят тетраэдр 
АВСРО на три части так, что объём средней части меньше объ- 
ёмов каждой из крайних частей. Расстояние от точек А и В до 
плоскости © равны 15 и 10 соответственно. Расстояния. от то- 
чек Аи С до плоскости В равны 10 и 8 соответственно. Найти 
отношение площадей сечений тетраэдра плоскостями а и В, если 
известно, что одно из этих сечений — трапеция, а расстояние от 
точки О до плоскости а меньше 12. 


(ВМиК-77.5) В пирамиде 5АВС прямая, пересекающая рёбра АС 
и В5 и перпендикулярная им, проходит через середину ребра В$5. 
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19. 


20. 


21. 


22. 


Грань АЗВ равновелика грани В5С, а площадь грани АЗС в 
два раза больше площади грани В5С. Внутри пирамиды есть 
точка М, сумма растояний от которой до веритин В и 5 равна 
сумме расстояний до всех граней пирамиды. Найти расстояние от 
точки М до вершины В, если АС = Уб, а В5 = 1. 


(ВМиК-81.6) В пирамиде 5 АВС площадь грани АЗВ равна р 


У231 

37 А5 = 5В, 5С-АС = 
20. Известно, что перпендикуляры к граням, восстановленные из 
центров вписанных в них окружностей, пересекаются в одной точ- 
ке. Найти объём пирамиды 5АВС. 


величина угла (ВС$ равна агсё 


(ВМиК-87.6) В пирамиде АВСО проведено сечение КМГЁМ так, 
что точка К лежит на ребре АП, точка М — на ребре ОС, точ- 
ка № — на ребре АВ, точка Ё — на ребре ВС, и О — точка 
пересечения диагоналей КЁ и ММ четырёхугольника К МГМ. 
Сечение КМГМ делит пирамиду на две части. Найти отноше- 
ние объёмов этих частей, если известны следующие соотношения 
между длинами отрезков: 


4.ОГ=3.ОК, 25.ОМ = 24.0М, ОК.МА-КА.ВМ = КА.МА. 


(ВМиК-89.6) В пирамиде 5АВС основание Н высоты 5Н лежит 
на медиане СМ основания АВС. Точка О, являющаяся серединой 
высоты 5Н, находится на одинаковом расстоянии от точки 5, 
точки Ё, лежащей на ребре 5А, и точки РЁ, лежащей на ребре 


5В. Известно, что 5Н = 8, АВ = 16/2, ЕР = в], угол 45МС 
не больше 30°, а расстояние между серединами рёбер АВ и 5С 


равно 4\13. Найти радиус сферы, вписанной в пирамиду 5АВС. 


(ВМиК-94(1).6) В треугольной пирамиде АВСО рёбра АР и ВО 
перпендикулярны. На ребре АВ взята точка М так, что квадрат 
суммы расстояний от вершин А, В, С до прямой ОМ равен 
удвоенной сумме квадратов длин рёбер АО, ВО, СО. Извест- 
но, что СБ = 20, а угол РАВ = влене\/. Определить длину 


отрезка СМ. 
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(ВМиК-97(1).6) Объём пирамиды бАВС равен У. Через точки 
М и №, лежащие на рёбрах Аб и АВ соответственно, и внут- 
реннюю точку Р грани АВС проведена плоскость, пересекающая 
прямую С5 в точке Г. Пусть О) и Е — точки пересечения пря- 
мых АР и ВР, с рёбрами ВС и АС соответственно. Известно, 
что АМ = МС, АМ = М5, АР=3-.РШО и ВР =2-РЕ. Найти 
объём пирамиды АСГМ. 


(физ-71.4) В основании треугольной пирамиды 5АВС лежит пря- 
моугольный треугольник АВС. Середина О гипотенузы АВ это- 
го треугольника является основанием высоты 5П) данной пира- 
миды. Известно, что 5) = й, АС =Ь, ВС = с. Через середину 
высоты 5) проведено сечение плоскостью, параллельной рёбрам 
АС и 5В. Найти площадь этого сечения и угол между плоскостью 
сечения и основанием пирамиды. 


(физ-73.4} В треугольной пирамиде 5АВС высота 50О проходит 
через точку О — центр круга, вписанного в основание АВС пи- 


п 
рамиды. Известно, что 45 АС = —, (5СА = - ‚ а отношение пло- 
щади треугольника АОВ к площади треугольника АВС равно- 


———_. Найти угол (В5С. 
2+3 ы 


(физ-75.5) В треугольнике АВС угол Д АСВ — прямой. АС =а, 
ВС = За. Через точку В проведена в пространстве прямая, пер- 
пендикулярная отрезку ВС, и на этой прямой взята точка О так, 
что ВД = а. Двугранный угол между полуплоскостями, которым 
принадлежат треугольники ВСП) и АВС, равен —. Шар каса- 


ется отрезка АВ в такой точке Р, что АВ = 3- АР, и касается 
отрезка АВ в такой точке О, что СО = 3.00. Найти радиус 
шара. 


(физ-76.5) Все плоские углы трёхграннного угла бАВС (5$ — 
вершина) прямые. На грани АС взята точка О на расстоянии 
5 см от вершины 5 и на расстоянии 3 см от ребра 5С. Из некото- 
рой точки М ‚, расположенной внутри трёхгранного угла 5АВС, 


в точку О направлен луч света. Луч образует угол д: ребром 


5В иугол з с ребром 5С. Луч зеркально отражается от от гра- 
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28. 


29. 


30 


31. 


32. 


33. 


ней угла 5АВС сначала в точке О, затем — в точке Е, затем 
— в точке ГР. Найти длину отрезка ЕР. 


(физ-86.5) В треугольной пирамиде 5АВС на ребре 5В взята 
точка М, делящая отрезок 5В в отношении 3: 5, считая от точ- 
ки 5. Через точки А и М параллельно медиане ВО треугольни- 
ка АВС проведена плоскость. В каком отношении эта плоскость 
делит объём пирамиды? 


(физ-88.6) В треугольной пирамиде б5АВС (5 — вершина) угол 
[АСВ — прямой, АС = 3, ВС = 4, $5С = \38. Боковые гра- 
ни пирамиды одинаково наклонены к основанию АВС. В пирами- 


ду вписан цилиндр, площадь боковой поверхности которого равна 


8^ 
—. Нижнее основание цилиндра находится в плоскости основания 


3 


пирамиды, а окружность верхнего основания имеет ровно по одной 
общей точке с каждой из боковых граней пирамиды. Найти радиус 
основания цилиндра. 


(физ-97.6) В основании пирамиды лежит треугольник со сторо- 
нами Т, 8, 9. Боковые ребра пирамиды наклонены к плоскости 
основания под углом 60°. Найти высоту пирамиды. 


(хим-87.4) Основанием треугольной пирамиды 5АВС является 
равнобедренный прямоугольный треугольник АВС сгипотенузой 
АВ. На ребре АЗ взята точка О, такая, что отрезок ОВ перпен- 
дикулярен ребру А5. Проекция О точки О на основание пирами- 
ды лежит на отрезке АВ и делит его в отношении ВО: ЗА =. 
Найти разность объёмов пирамид ЗЭАВС и РАВС, если известно, 
что угол (АС = 90°, а АР =. 


(био-81.5) В треугольной пирамиде длины двух непересекающихся 
рёбер равны 12 и 4, а остальные рёбра имеют длину 7. В пира- 
миду вписана сфера. Найти расстояние от центра сферы до ребра 
длины 12. 


(био-84.4) В треугольной пирамиде 5АВС длины всех рёбер, пе- 
ресекающихся с ребром ВС, равны между собой ив 2, 5 раза боль- 
ше длины этого ребра, равной 6. Высота пирамиды, опущенная из 
вершины 5 на основание АВС, находится внутри пирамиды, и 
квадрат её длины в 4,5 раза больше квадрата длины ВС. Точка 
М делит пополам высоту грани 5ВС, проведённую из вершины 
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Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


5 кребру ВС. Через точки А и М проведена секущая плоскость, 
образующая с плоскостью основания пирамиды угол, величина ко- 
торого равна 30°. Какова площадь полной поверхности части пи- 
рамиды, отсекаемой этой плоскостью и содержащей вершину 5, и 
сколько таких плоскостей можно построить? 


(био-98.4) Основанием пирамиды 5АВС является прямоугольный 
АВС (С — вершина прямого угла). Все боковые грани пира- 
миды наклонены к её основанию под одинаковым углом, равным 


. 5 
агсяш ГЕО Найти площадь боковой повехности пирамиды, если 5О 


— высота пирамиды, АО =1, ВО = 3\/2. 


(почв-78.4) Плоскость прямоугольного треугольника, длины кате- 
тов которого равны 3 сми, 4 см образует с плоскостью Р угол, 
величина которого равна @. Гипотенуза этого треугольника лежит 
в плоскости Р. Найти величину угла, который образует меньший 
катет с плоскостью Р. 


(геогр-88.4) Треугольная пирамида АВСШ пересекается плоскос- 
тью Р по четырёхугольнику ЕРСН так, что вершины Еи Е 
лежат на рёбрах АВ и АС и длина отрезка ЕЁ равна 1 см. Из- 
вестно, что плоскость Р параллельна противоположным рёбрам 
АД и ВС, которые равны соответственно 4сми 2 см. Найти пе- 
риметр четырёухугольника ЕРСН. 


(геогр-99(1).6) Дана треугольная пирамида, длины рёбер которой 
равны 15, 9, 9, 12, 12, 3. Найти радиус описанной вокруг пира- 
миды сферы и объём пирамиды. 


(геогр-99.6) В пространстве заданы три луча РА, ОВи ОС, име- 
ющие общее начало О, так, что {АРВ = [АОС = (ВОС = 90°. 
Сфера пересекает луч ОА в точках А: и А2, луч ОВ — в точках 
В! и В, алуч ОС — в точках О! и О>. Найти площадь тре- 
угольника А2В2С2, еспи площади треугольников РА, В1, РА: С\, 


ОВС! и РА.В. равны соответственно >, 10, би 40. 


(геол.ОГ-79.5) Основанием пирамиды 5АВС является правиль- 


ный треугольник АВС, длина стороны которого равна УЗ. Ос- 
нованием высоты, опущенной из вершины 5, является точка О, 
лежащая внутри треугольника АВС. Расстояние от точки О до 
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стороны АС равно 1. Синус угла ДОВА относится к синусу угла 


5 
[ОВС как 2:1. Площадь грани 5АВ равна Д. Найти объём 
пирамиды. 


(геол.ГФ-83.6) В основании пирамиды 5АВС лежит равнобедрен- 
ный треугольник АВС, в котором длины сторон АВ и АС рав- 
4 

ны 1, акосинус угла (ВАС равен -. Ребро 5А перпендикулярно 
рёбрам АВ и АС, угол {ВАС вдвое больше угла (В5С. Внутри 
пирамиды находится прямой круговой цилиндр, образующая ко- 
торого параллельна ВС. Какова наибольшая возможная площадь 
боковой поверхности такого цилиндра? 


(геол.ОГ-83.6) В основании пирамиды 5АВС лежит треугольник 
АВС, длины сторон АВ и АС равны \5, ребро 5А перпенди- 
кулярно плоскости АВС, угол (ВАС вдвое больше угла (В5С. 
Среди всех прямых круговых цилиндров с образующей, парал- 
лельной 5А, и находящихся внутри пирамиды, рассматривается 
цилиндр с наибольшей площадью боковой поверхности. Известно, 
что ЕТО от центра его нижнего основания до ребра ВС со- 
1 


ставляет —_ длины медианы АМ треугольника ДАВС. Найти 


объём пирамиды 5АВС. 


(геол.ГФ-84.6) У пирамиды 5АВС длины рёбер АВ и АС равны 
1, длина ребра ВС равна УЗ, а длина высоты 5Н равна 2. Ос- 
нование Н высоты находится на расстоянии 1 от вершины С, и 
АН 1 АВ. Найти отношение площадей поверхностей вписанного 
в пирамиду и описанного вокруг пирамиды шаров. 


(геол.ОГ-84.6) В основании пирамиды 5АВС лежит равнобед- 
ренный треугольник АВС, у которого величина угла при вер- 


т 
шине А равна а рёбра АС и АВ имеют одинаковую длину 
1+2. Основание Н высоты 5Н пирамиды расположено так, что 
СНЫНТАВ, ВН || АС. Найти радиус описанного около пирамиды 
ЗАВС шара, если длина высоты 5Н равна \/5 +22. 
(экон.К-77.5} В треугольной пирамиде 5А!А2Аз на сторонах ос- 


нования 4:42, А>2Аз, АзА, выбраны соответственно точки К\, 
Ко, Кз так, что А.К! ; К: А> = А2К2 : К2 Аз = АзКз : Кз А, = 
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Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


Через середину ребра 5А! параллельно основанию пирамиды про- 
ведена плоскость Л, которая пересекает отрезки 5К!, 5К2, 5Кз 
в точках Ё1, [2, Ёз соответственно. Треугольник [1 [2Гз принят 
за верхнее основание прямой призмы, нижнее основание которой 
лежит в плоскости основания пирамиды. Найти объём призмы, ес- 
ли объём пирамиды 5А,А>Аз равен У. 


(экон-86.6) В пирамиде 5АВС длины рёбер 5С, ВС и АС равны 
соответственно -\93, Зи 4. Известно, что угол ДАВС тупой, 
ребро 5С перпендикулярно к плоскости основания АВС, а ради- 
ус окружности, описанной около треугольника АВС, равен ИЕ 


Найти площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей че- 
рез вершину 5, точку пересечения медиан треугольника АВС и 
центр окружности, вписанной в этот треугольник. 


(экон-92.4) В треугольной пирамиде АВСО плоские углы (ВАС, 
{ВАБи (САП при вершине А равны и о ит соответствен- 


но. Определить угол между гранями ВАО и САО. 


(экон-99.6) В треугольной пирамиде 5АВС угол (АВС = а реб- 
ро 5С = 4 является диаметром сферы, пересекающей рёбра 5А 
и 5В в их серединах. Найти объём пирамиды, если (5АС = 


(5ВС = В причём В < +. 


(псих-92.5) В тетраэдре АВСР на ребре АВ взята точка К, на 
ребре АС — точка Г, на ребре ВО — М, на ребре СО — М. 
Точки Е, С — середины рёбер АД и ВС соответственно. Пря- 
мые ЕС, КМ, ГМ пересекаются в одной точке. Найти площадь 
четырёхугольника КГММ, если АК: КВ =Ъ, АД =9, ВС = 8, 
а угол между скрещивающимися прямыми АД и ВС равен 45°. 


$2. Тетраэдры со специальными свойствами. 


Прежде, чем приступить к решению задач, ознакомимся со следую- 
щими определениями. 


Стереометрия. $2. Тетраздры со специальными свойствами. 81 


»® Определение 1. Тетраэдр называется правильным, если все его 
рёбра равны. (см. рис.5.) 


® Определение 2. Треугольная пирамида называется правильной, 
если основанием пирамиды является правильный треугольник, а 
ортогональная проекция вершины пирамиды на плоскость осно- 
вания совпадает с центром треугольника, лежащего в основании. 
Все боковые грани правильной треугольной пирамиды — равные 
межды собой равнобедреные треугольники. Высота боковой грани 
правильной пирамиды, проведённая из её вершины, называется 
апофемой этой пирамиды. (см. рис.6б.) 


® Определение 3. Тетраэдр называется прямоугольным, если все 
три плоских угла при какой либо его вершине прямые. (см. рис.7.) 


® Определение 4. Тетраэдр называется равногранным, если все 
его грани равны (то есть являются равными треугольниками). 
(см. рис.7 и рис.8.) 


® Определение 5. Тетраэдр называется ортоцентрическим, если 
все его высоты (или их продолжения) пересекаются в одной точке. 


А А 


В НН: \ 


рис.5. Правильный тетраэдр. рис.6. Правильная 
треугольная пирамида. 
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рис.7. Прямоугольный рис.8. Развёртка равногранного . 
тетраэдр. тетраэдра. 


Н О 
рис.9. Прямоугольный рис.10. У тетраэдра 
параллелепипед описан АВСО АО Р ВС, 


около равногранного тетраэдра. 
Все формулы и утверждения, которые использовались для решения 
задач в предыдущем параграфе, могут пригодиться и в этом параграфе. 
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Первый раздел. Свойства специальных тетраэдров. 


1. Длина ребра правильного тетраэдра равна а. Докажите, что: 
а) каждая из его высот (медиан, биссектрис трёхгранных углов) 


авна «\/: 
р 3’ 
6 


6) радиус В описанного около него шара равен В = ВЕ | 


У 


в) радиус т вписанного в него шара равен т =а-_; 


12’ 
зУ2 


г) объём У равен У =а 12. 


2. Докажите, что в правильном тетраэдре угол между любым ребром 


и плоскость грани, которой оно не принадлежит, равен агссо8 —. 


УЗ 


3. Докажите, что в правильном тетраэдре угол между плосостями 
1 


любых двух граней равен агссоз 3. 


4. Докажите, что прямые, соединяющие середину высоты правильно- 
го тетраэдра с вершинами грани, на которую эта высота опущена, 
попарно перпендикулярны. 


5. В тетраэдре 5АВС — 5А = 5В = 5С и сумма двугранных 
углов при рёбрах 5А и 5С равна 180°. Докажите, что Аб = 


5 АВ? + ВС?. 


6. Сумма длин одной пары скрещивающихся рёбер тетраэдра равна 
сумме длин другой пары. Докажите, что сумма величин двугран- 
ных углов при первой паре рёбер равна сумме величин двугранных 
углов при второй паре. 


7. Все грани тетраэдра — подобные между собой прямоугольные тре- 
угольники. Докажите, что отношение наибольшего ребра к наи- 


3 
1+5 


меньшему равно р] 
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8. 


10. 


11. 


12. 


13. 
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Сфера касается рёбер АВ, ВС, СБи ПА тетраэдра АВСР в 
точках Г, М, М и К, являющихся вершинами квадрата. Дока- 
жите, что если эта сфера касается ребра АС, то она касается и 
ребра ВО. 


. В тетраэдре АВС плоские углы при вершине О) прямые. Пусть 


[САР =а, [СВО = Ви {АСВ = д. Докажите, что созф = 
па: зп В. 


В тетраздре АВСО плоские углы при вершине О прямые, АД = 
а, ВО =Ь, СШ = с. Докажите, что: 


1 
1) все бимедианы имеют одну иту же длину равную 2 Ма? +692 + 52; 


2) радиус В описанной около этого тетраэдра сферы равен В = 
1 
У? +В +с2; 
1 
3) плошадь грани АВС равна бллдвс = 207 + а? с? + Ь2с2; 


4) выполнено соотношение 52 днс = 5Адвр + 5% лср + 5Авсо 
(” теорема Пифагора” для прямоугольного тетраэдра); 


5 1_1 1 1 ь р 
) 2 = + Г + 5 › где № — высота тетраэдра, опущенная из 
вершины ШО; 
1 1 1 1 5 
6) -=-+ у + -, где 4 — расстояние до граней АВО, АСР, 
[9 


ВСР от точки О, принадлежащей грани АВС и равноудалённой 
от остальных граней; 


1 11 1 ) 1 1 - 
7) Е -+т+-+\/ + 5 + 5, где т — радиус вписанной в 
та Ь с а? 4? с? 


этот тетраэдр сферы. 


В тетраздре АВСО плоские углы при вершине А прямыеи АВ = 
АС + АО. Докажите, что сумма плоских углов при вершине В 
равна 90°. 


Три двугранных угла тетраэдра прямые. Докажите, что у этого 
тетраэдра есть три плоских прямых угла. 


В тетраэдре три двугранных угла прямые. Одина из бимедиан 
равна а, а другая — 5, причём В > а. Докажите, что длина наи- 
большего ребра тетраздра равна \/За? + 52 
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14. Три двугранных угла тетраэдра, не принадлежащие одной вер- 
шине, равны 90°, а все остальные двугранные углы равны между 


У5-1 


собой. Докажите, что каждый из этих углов равен агссоз 


15. В тетраэдре АВСР двугранные углы при рёбрах АВ и СР рав- 
ны; равны также двугранные углы при рёбрах ВС и АО. Дока- 
жите, что АВ =СБи АО = ВС. 


16. Прямая, проходящая через центроид тетраэдра и центр его описан- 
ной сферы, пересекает рёбра АВ и СО. Докажите, что АС = ВО 
и АО = ВС. 


17. Прямая, проходящая через центроид тетраэдра и центр его впи- 
санной сферы, пересекает рёбра АВ и СО. Докажите, что АС = 
ВО и АШ = ВС. 


18. Докажите следующие необходимые и достаточные условия равно- 
гранности тетраэдра. Тетраэдр АВСО является равногранным 
тогда и только тогда, когда: 

1) его скрещивающиеся рёбра попарно равны; 

2) сумма плоских углов при какой-либо его вершине равна 180°, 
и есть две пары попарно равных скрещивающихся ребер: 

3) есть две его вершины, суммы плоских углов при каждой из 
которых равны 180°, и ребро, соединяющее эти вершины, равно 
скрещивающемуся с ним ребру; 

4) есть три его вершины, суммы плоских углов при каждой из ко- 
торых равны 180°; 

5) суммы длин ребер, выходящих из каждой его вершины, равны 
одному и тому же числу; 

6) произведения длин ребер, выходящих из каждой его вершины, 
равны одному и тому же числу; 

7) периметры его граней равны одному и тому же числу; 

8) произведения длин ребер для каждой его грани равны одному 
и тому же числу; 

9) описанный около него параллелепипед прямоугольный (см. рис.9.); 
10) все его грани равновелики; 

11) все его высоты равны между собой; 

12) радиусы окружностей, описанных около его граней, равны меж- 
ду собой; 

13) его бимедианы попарно перпендикулярны; 
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14) его бимедианы совпадают с бивысотами; 

15) центры вписанной в него и описанной около него сфер совпа- 
дают; 

16) центр описанной около него сферы совпадает с его центроидом; 
17) центр вписанной в него сферы совпадает с его центроидом; 

18) (ВАС = [АВО = [АСЬ = ВОС; 

19) все плоские углы трёхгранных углов О.ВСО, ОБАСЬ, О.АВО 
и О‹АВС — прямые, где Оз, Оь, О. и Оч — центры вневпи- 
санных сфер, касающихся граней ВСР, АСО, АВО и АВС 
соответственно. 


Тетраздр АВСО равногранный, АР = а, ВО = В, СО = с. 
Докажите, что: 
1) объём тетраэдра равен 


Удвср = 15 У (+67 - с?) (62 - +0?) (-@ + +е); 


2) радиус описанной около тетраэдра сферы равен 
а? + 52 + с?; 
3) радиус вписанного в тетраздр шара равен 


У2 (а +6? — с?) (2 - +72) (-а? 4+ 52 + с?) 


4 ) (а+ь+с) (а+6- с) (а-ь+с) (-а+ь+ с) ` 


Докажите, что в равногранном тетраэдре: 

1) все плоские углы острые; 

2) радиус вписанного в тетраэдр шара вдвое меньше радиуса внев- 
писанного шара; . 

3) центры четырёх вневписанных шаров являются вершинами тет- 
раэдра, равного исходному; 

4) сумма косинусов двугранных углов равногранного тетраэдра 
равна 2; 

5) основания высот, середины высот и точки пересечения высот 
граней принадлежат одной сфере. (Эту сферу называют сферой 
двенадцати точек равногранного тетраздра). | 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


В равногранном тетраздре АВСО опущена высота АН; Н! — 
точка пересечения высот грани ВСП; №, и № — длины отрез- 
ков, на которые одна из высот грани ВСО делится точкой Н\. 
Докажите, что: 

а) точки Н и Н! симметричны относительно центра описанной 
около треугольника ВСП окружности; 

6) АН? = 41112. 


Дан тетраэдр АВСО, докажите, что: 

а) если АО + ВС, то высоты, опущенные из вершин Ви С 
(а также высоты, опущенные из вершин Аи О}, пересекаются в 
одной точке, причём эта точка лежит на на общем перпендикуляре 
к АО и ВС; 

6) если высоты, опущенные из вершин В и С, пересекаются в 
одной точке, то АО 1 ВС (а значит, в одной точке пересекаются 
высоты, опущенные из вершин Аи О). 


Дан тетраэдр АВСО, точки К, Ё, М и М — середины рёбер 
АВ, ВС, СРО и ПА соответственно. Докажите, что АС 1 ВО 
тогда и только тогда, когда КМ = ЁМ. 


Докажите, что ВС 1 АП тогда и только тогда, когда основания 
высот, опущенных из вершин А и Д на прямую ВС, совпадают 
(а значит, совпадают основания высот, опущенных из вершин В 
и С на прямую АО). (см. рис.10.) 


Докажите следующие необходимые и достаточные условия орто- 
центричности тетраэдра. Тетраэдр является ортоцентрическим 
тогда и только тогда, когда: 

1) любое его рёбро перпендикулярно ребру, скрещивающемуся с 
ним; 

2) проекция одной из его вершин на противоположную грань сов- 
падает с точкой пересечения высот (или их продолжений) этой 
грани; 

3) грани описанного около него параллелепипеда являются ромба- 
ми; 

4) его бимедианы одинаковы по длине; 

5) суммы квадратов длин скрещивающихся рёбер равны одному и 
тому же числу; 

6) произведения косинусов двугранных углов при любых двух скре- 
щивающихся рёбрах равны одному и тому же числу; 
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7) две его пары скрещивающихся рёбер попарно перпендикулярны 
(сравните с критерием 1); 
8) углы между скрещивающимися рёбрами равны между собой 
(сравните с критерием 1). 


Докажите, что прямоугольный тетраэдр является ортоцентричес- 
ким. 


Докажите, что любая правильная треугольная пирамида является 
ортоцентрическим тетраэдром. 


Докажите, что окружности девяти точек треугольников АВС и 
ОВС принадлежат одной сфере тогда и только тогда, когда ВС 1 
АО. (Определение. Окружностью девяти точек треугольника 
называется окружность, проходящая через середины сторон этого 
треугольника, основания его высот и середины отрезков, соеди- 
няющих точку пересечения высот треугольника с его вершинами. 
"То, что эти 9 точек лежат на одной окружности, следует доказать 
отдельно.) 


Докажите, что, если АБ | ВС, то сфера, содержащая окруж- 
ности девяти точек граней АВС и ОВС, и сфера, содержащая 
окружности девяти точек граней АВО и АСО, пересекаются по 
окружности, лежащей в плоскости, которая делит пополам общий 
перпендикуляр к ВС и АО иему перпендикулярна. 


Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре: 

1} все плоские углы при одной вершине одновременно либо ост- 
рые, либо прямые, либо тупые; 

2) одна из граней — остроугольный треугольник; 

3) общие перпендикуляры к парам скрещивающихся рёбер пересе- 
каются в одной точке; | 

4) сумма квадратов длин любых двух скрещивающихся рёбер в 
четыре раза больше квадрата длины любой его бимедианы; 

5) выполняется соотношение ОН? = 48? - 34?, где О — центр 
описанной сферы, Н — точка пересечения высот, В — ради- 
ус описанной около заданного тетраэдра сферы, 4 — расстояние 
между серединами противоположных рёбер; 

6) окружности девяти точек всех четырёх граней лежат на одной 
сфере (эту сферу называют сферой двадцати четырёх точек). 
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7) точки пресечения медиан граней, точки пересечения высот гра- 
ней, а также точки, делящие отрезки, соединяющие точку пересе- 
чения высот с вершинами, в отношении 2:1, считая от вершины, 
лежат на одной сфере (эту сферу называют сферой двенадцати то- 
чек ортоцентрического тетраздра); 

8) НМ, : М.М =1:2, где Н — точка пересечения высот, Му 
— точка пересечения медиан какой-либо из граней, № — точка 
пересечения луча НМ! с описанной сферой тетраэдра; 

9) Н:М : ММ =1:3, где М — точка пересечения медиан тет- 
раэдра, Нз — точка пересечения высот какой-либо из граней, № 
— точка пересечения луча Н!М с описанной сферой тетраэдра; 

10) точка Монжа совпадает с точкой пересечения высот (следу- 
ет доказать, что шесть плоскостей, проведённых через середины 
рёбер перпендикулярно скрещивающемуся ребру, пересекаются в 
одной точке, которая и называется точкой Монжа). 


Второй раздел. Конкурсные задачи. 


1. (м/м-75.4) В правильную треугольную пирамиду 5АВС с вер- 
шиной 5 и основанием АВС вписан шар единичного радиуса; 
двугранный угол между основанием пирамиды и боковой гранью 
равен 60°. Доказать, что существует единственная плоскость, пе- 
ресекающая рёбра основания АВ и ВС в некоторых точках М 
и №, таких, что ММ = 5, касающаяся шара в точке, удалённой 
на равные расстояния от точек М и М, и пересекающая продол- 
жение высоты пирамиды 5К за точку К в некоторой точке О. 
Найти длину отрезка 50. 


2. (м/м-90.6) В основании пирамиды 5АВС лежит правильный тре- 
угольник АВС со стороной 2/3, и 5А = 5В = 5С = \7. В 
трёхгранный угол при вершине С’ вписана сфера 51. Сфера 52, 
радиус которой втрое больше, чем у сферы 51, касается сферы 
51, плоскостей 5АС и АВС. При этом отрезок прямой 5В , за- 
ключённый внутри сферы 52, имеет длину я . Найти радиус 
сферы 52. 

3. (м/м-96.5) В треугольной пирамиде АКГМ выполнено АК = 


АГ = АМ, КГ = ГМ = МК, АКМ = — Сфера радиу- 


90 


Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


са 2,3 касается луча ГА, касается плоскости АКМ и касается 
плоскости КЕМ в точке, лежащей на луче ГМ. Найти наиболь- 
шее возможное значение длины отрезка ЁМ. 


. (м/м-98(1).5} В правильной четырёхугольной пирамиде 5АВСО 


длины всех рёбер равны 2+\/2. Сфера касается плоскости АВС, 
а также касается рёбер 5А, 5В, 5С и 50 пирамиды в точках А1, 
В1, С! и В): соответственно. На ребре 5А взята точка Е. Через 
точки Е, 01 и В! проведена плоскость, пересекающая ребро 5.А 
в точке ГР. Найти длину отрезка 5 Е, при которой площадь проек- 


ции четырёхугольника ЕР.ЁЕВ, на плоскость АВСО равна 3. 


. (ВМикК-74.5) В треугольной пирамиде 5АВС суммы трех плос- 


ких углов при каждой вершине В и С равны 180° и 5А = 
ВС . Найти объём пирамиды, если площадь грани 5ВС равна 
100 см?, а расстояние от центра описанного шара до плоскости 
основания АВС равно 3 см. 


. (ВМиК-75.5) Все ребра треугольной пирамиды АВСО касаются 


некоторого шара, три отрезка, соединяющие середины скрещива- 
ющихся ребер СО. и АВ, ВО и АС, АР и ВС, равны 
между собой. Угол (АВС равен 100°. Найти отношение высот 
пирамиды, опущенных из вершин А и В. 


. (ВМиК-80.6) В пирамиде 5АВС суммы длин ребер, выходящих 


из каждой вершины, равны одному и тому же числу. Величина 


тупого угла между рёбрами 5В и АС равна агссоз(— 5), радиус 


вписанной в пирамиду сферы равен \/ ы и $ А? +5С? = 12. Найти 


объём пирамиды, если известно, что он не превосходит з. 


3 


. (ВМиК-85.6) Все ребра тетраэдра АВСР имеют равную длину. 


На ребрах АВ, АС и АПШ выбраны соответственно точки 
К, Ги М так, что длина отрезка КВ равна 15, а длина 
отрезка МО равна 10. Известно, что радиус шара, вписанного 


в тетраздр АВСО, равен р ‚ а объем пирамиды АКЕМ 


равен 3752. Найти сумму радиусов двух шаров: вписанного в 
пирамиду АКЁМ и описанного около неё. 
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9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


(ВМиК-94.6) Все высоты пирамиды АВСО, грани которой явля- 
ются остроугольными треугольниками, равны между собой. Из- 
вестно, что АВ = 9, ВС = 13, а угол (АРС = 60°. Найти 
длину ребра ВО. 


(ВМиК-95(1).6) В кубе АВСРА'В'С'Б’ с параллельными гра- 
нями АВСЬ и АВ'С'О’ длина ребра равна 9. Через точки 
М, М и К, расположенные на рёбрах ВС, СО и СС соответ- 
ственно, проведена плоскость. Известно, что радиус окружности, 
вписанной в треугольник МСК, равен 1, площадь треугольника 


ММС равна 5, разность длин отрезков С№ и СК равна Зи 


объём пирамиды ММ№СК меньше 15. Найти радиус сферы, ка- 

сающейся плоскости треугольника ММК и трёх граней куба с 
В 

общей точкой А. 


(ВМиК-96(1).6) Сфера с центром в точке О проходит через вер- 
шины А, В и С треугольной пирамиды АВСО и пересекает 
прямые АО, ВО и СР в точках К, Г и М соответственно. 
Известно, что Ар =10, ВС: ВО =3:2 и АВ: Ср = 43:11. 
Проекциями точки О на плоскости АВО, ВСР и САО явля- 
ются середины рёбер АВ, ВС и АС соответственно. Расстояние 
между серединами рёбер АВ и СО равно 13. Найти периметр 
треугольника КЕМ. 


(ВМиК-98.4) В правильной треугольной пирамиде 5АВС с вер- 

шиной 5 проведена высота 5). На отрезке 5) взята точка К 

так, что 5К : КО =1:2. Известно, что двугранные углы между 
п 


основанием и боковыми гранями равны Г ‚ а расстояние от точки 


К до бокового ребра равно ——-. Найти объем пирамиды. 
рар ДЗ р 


(физ-70.4) В треугольной пирамиде 5АВС все рёбра равны друг 
другу. На ребре 5А взята точка М, такая, что $М = МА, на 
ребре 5В точка М, такая, что 3-5М№М = 5В. Через точки М и № 
проведена плоскость, параллельная медиане АД основания АВС. 
Найти отношение объёма треугольной пирамиды, отсекаемой от 
исходной проведённой плоскостью, к объёму пирамиды АВС. 


(физ-71.4) В правильную треугольную пирамиду 5АВС все рёбра 
которой равны а, вписана сфера. На ребре 5А взята точка М 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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так, что АМ = М5, а на ребре ВС взята точка М так, что 
2СМ = МВ. Прямая ММ пересекает сферу в двух точках Ри 
О. Найти длину отрезка РО. 


(физ-74.5) Даны две треугольные пирамиды 5АВС и МКГМ, 
все рёбра которых равна а. Эти пирамиды имеют общую высоту 
5М№М (5 — центр грани КЕМ и № — центр грани АВС). Кроме 
того, КЁ || ВС и пирамиды расположены так, что плоскость, про- 
ходящая через КГ и ВС, пересекает отрезок 5М№. Найти объём 
общей части пирамид 5АВС и МКГМ. 


(физ-78.5.Н) Дана правильная треугольная пирамида РАВС (Б 
— вершина, АВС — основание). Известно, что АВ =а, АБ =. 
Пирамиду пересекает плоскость ©, параллельная рёбрам АР и 
ВС. На каком расстоянии от ребра АБ должна быть проведена 
плоскость а, чтобы площадь сечения пирамиды этой плоскостью 
была наибольшей? 


(физ-78.5.С) Дана правильная треугольная пирамида ДАВС (О 
— вершина, АВС — основание). Известно, что АВ =а, АБ = 
а\/2. Пирамиду пересекает плоскость, параллельная рёбрам АБ 
и ВС и отстоящая на расстоянии 4 от ребра АО. Найти площадь 
сечения пирамиды этой плоскостью. 


(физ-82.5) На боковом ребре 5.А правильной треугольной пирами- 
ды бАВС свершиной 5 взята точка О, через которую проведено 
сечение пирамиды, пересекающее апофемы граней 5АС и 5АВ 
в точках М и М. Известно, что прямые ОМ и ВМ образуют 
углы величиной В с плоскостью основания пирамиды, а величины 


углов (ОМ5 и (ОМ№5 равны а («< 5). Найти величину угла 
(МОМ. 


(физ-84.5) Куб целиком находится в правильной треугольной пи- 
рамиде $5 АВС с вершиной 5 так, что одна грань куба принадле- 
жит основанию пирамиды, одно ребро целиком принадлежит гра- 
ни 5ВС ‚, аграни бАВ и 5АС содержат по одной вершине куба. 
Известно, что длина ребра АВ в К раз больше длины высоты 
пирамиды. Найти отношение объёмов пирамиды и куба. 


(физ-89.4) В правильной треугольной пирамиде отношение боково- 
го ребра к высоте пирамиды равно 2. Найти отношение радиуса 
вписанного в пирамиду шара к стороне основания пирамиды. 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


В правильной треугольной пирамиде 5РОЕ отношение высоты 
ОТ основания РОЕ к апофеме пирамиды равно №. Конус с вер- 
шиной О и образующей ОТ касается своей боковой поверхностью 
основания РОВ и боковых граней Р5О и В$0 пирамиды. Най- 
ти: 

1) отношение площади боковой поверхности конуса к площади ос- 
нования пирамиды, 

2) в каких границах может изменяться это отношение при изме- 
нении К, 

3} при каких К основание конуса имеет точки, находящиеся вне 
пирамиды? 


(физ-94.8) В правильной треугольной пирамиде бАВС (5 — вер- 
шина) угол между боковым ребром и плоскостью основания равен 
а, сторона основания равна а, ЭН — высота пирамиды. Найти 
площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через точку 
Н параллельно рёбрам 5А и ВС. 


(физ-95(1).6) В правильной треугольной пирамиде угол при вер- 
шине между двумя боковыми рёбрами равен 0. Найти двугранный 
угол ребре основания пирамиды. 


(физ-95(2).8) В правильной треугольной пирамиде 5АВС проведе- 
но сечение плоскостью, проходящей через точки В и С иделящей 
ребро 5А в отношении т: п, считая от вершины 5. Извест- 
но, что объём пирамиды 5АВС равен \, а рсстояние от центра 
основания АВС до плоскости сечения равно 4. Найти площадь 
сечения. 


(хим-73.4} В правильной треугольной пирамиде расположен шар 
радиуса 1. В точке, делящей пополам высоту пирамиды, он ка- 
сается внешним образом полушара. Полушар опирается на круг, 
вписанный в основание пирамиды. Шар касается боковых граней 
пирамиды. Найти площадь боковой поверхности пирамиды и ве- 
личину двугранного угла, образованного боковыми гранями пира- 
МИДЫ. 


(хим-74.5) На основании правильной треугольной пирамиды с вы- 
сотой Н и радиусом круга, вписанного в основание, равным г, 
лежит шар, касающийся основания пирамиды в его центре. Найти 
радиус шара, если плоскость, проведённая через вершину пирами- 
ды и середины двух сторон основания, касается этого шара. 
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(хим-84.4) В правильную треугольную пираимду ЗАВС с вер- 
шиной 5, у которой длина бокового ребра в \/2 раз меньше дли- 
ны ребра основания, вписана правильная треугольная пирамида 
5АВС’, у которой длины всех рёбер равны между собой. При 
этом вершина 5’ лежит в плоскости АВС а вершины А’, В’, 
С’ лежат на трёх апофемах боковых граней пирамиды $АВС. 
Доказать, что вершина 5’ лежит в точке пересечения медиан тре- 
угольника АВС ‚ и найти отношение площадей полных поверхнос- 
тей этих пирамид. 


(почв-82.5} Длина высоты 50О правильной треугольной пирамиды 
бАВС равна 1, а длины сторон основания АВС равны 2\/6. 
Точки М и № — середины отрезков АС и АВ. Найти радиус 
сферы, вписанной в пирамиду ЗАММ. 


(геогр-83.5) Каждое из рёбер треугольной пирамиды АВС име- 
ет длину 1. Точка Р на ребре АВ, точка О на ребре ВС и 
точка Е на ребре СД взяты так, что длина отрезка АР рав- 
на 5! длина отрезка ВО равна 3 и длина отрезка СВ равна 
-. Плоскость РОВ пересекает прямую АД в точке 5. Найти 


величину угла между прямыми 5Р и 50. 


(экон.К-70.1) В правильный тетраэдр АВСШ вписан шар К. Из 
точки О на грань АВС тетраэдра АВС опущена высота ОЕ. 
Точка Р является серединой отрезка ОЕ. Через точку Р прове- 
дена плоскость М перпендикулярно к ОЕ. Из всех точек, которые 
принадлежат одновременно шару К и плоскости М, взята точка 
О, являющаяся ближайшей к точке А. Найти расстояние от точки 
О до грани АВО, если объём шара К равен1. 


(экон.К-76.4) Основание АВС треугольной пирамиды 5АВС яв- 
ляется прямоугольным треугольником площадью в 16 м2; угол 
(АСВ — прямой. Ребро 5С перпендикулярно основанию АВС 
и равно 0,9 м. Какова наименьшая возможная при этих условиях 
площадь грани АВ? 


(экон.В-99.5) В пирамиде 5АВС основанием является правиль- 
ный треугольник АВС, а все боковые рёбра равны между собой. 
Сфера диаметром 5С = 4 пересекает рёбра 5А и 5В в их сере- 
динах. Найти объём пирамиды. 
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36. 


(псих-70.4) В павильную треугольную пирамиду помещены три 
шара так, что первый шар касается всех боковых граней пира- 
миды и второго шара, второй шар касается боковых граней пи- 
рамиды и третьего шара, а третий шар касается боковых граней, 
основания пирамиды и второго шара. Какую долю объёма пира- 
миды занимают три шара, если её боковые грани наклонены к 
основанию под углом а? 


(псих-79.4.Н) В треугольной пирамиде АВСШ длины всех рёбер 
равны. Точка Р равноудалена от вершин А и О, а от вершин 


3 
В и С находится на расстоянии 2. Известно, что прямая РС 


перпендикулярна высоте треугольника АСО, опущенной из вер- 
шины О. Вычислить объём пирамиды АВС. 


(псих-79.4.С) В треугольной пирамиде АВС длины всех рёбер 


.: 1 /2 
равны. Точка М лежит вне пирамиды, причём МО = ые г 


5 
МА=МВ=МмМС = т . Вычислить объём пирамиды АВС. 


(филол-74.5) В правильную треугольную пирамиду с плоским уг- 
лом а при вершине вписана правильная треугольная призма так, 
что нижнее основание призмы лежит на основании пирамиды, а 
верхнее основание совпадает с сечением пирамиды плоскостью, 
проходящей через верхнее основание призмы. Длина бокового реб- 
ра призмы равна длине стороны основания призмы. Найти отно- 
шение объёмов призмы и пирамиды. 


(филол-75.5) В правильную треугольную пирамиду с длиной реб- 
ра основания а и двугранным углом при основании равным 60°, 
вложено три шара одинакового радиуса так, что каждый шар ка- 
сается двух других, плоскости основания и только одной боковой 
грани пирамиды в точке, лежащей на биссектрисе этой грани, про- 
ведённой из вершины пирамиды. Найти радиус г отдельного ша- 


ра. 
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$3. Пирамиды, призмы и другие многогранники. 


Напомним основные определения. Обратите внимание, что опреде- 
ления даются в расширенном виде, содержат названия элементов фигур, 
формулировки простейших, приводимых без доказательств, свойств. 


+ Определение 1. Многогранником называется фигура, ограничен- 
ная в пространстве конечным числом плоскостей. 


* Определение 2. М№-гранным углом называется фигура в про- 
странстве, составленная из п плоских углов с общей вершиной, 
не лежащих в одной плоскости, каждый двугранный угол имеет 
общие стороны с двумя другими плоскими углами, и нет стороны, 
общей для трёх плоских углов. Эти плоские углы называются гра- 
нями п-гранного угла, а их стороны — рёбрами. Общая вершина 
плоских углов называется вершиной п-гранного угла. Двугранные 
углы, образованные продолжениями граней до полуплоскостей, на- 
зываются двугранными углами п-гранного угла. 


® Определение 3. №-угольной призмой называется многогранник, 
две грани которого — равные выпуклые п-угольники, лежащие 
в параллельных плоскостях, а остальные п граней — параллело- 
граммы. Пару равных п-угольников называют основаниями приз- 
мы. Остальные грани призмы называют её боковыми гранями, а 
их объединение — боковой поверхностью призмы. Стороны граней 
призмы называются рёбрами, а концы рёбер — вершинами приз- 
мы. Рёбра, не лежащие в основании призмы. называются боковыми 
рёбрами. Отрезок любой прямой, перпендикулярной основаниям 
призмы, заключённый между этими основаниями, называется вы- 
сотой призмы. №-угольник, вершинами которого являются точки 
пересечения плоскости, перпендикулярной боковым рёбрам приз- 
мы, называется перпендикулярным сечением призмы. В общем 
случае п-угольную призму будем обозначать как А!... А» А! ... А», 
причём А; А;, где: = 1, п, — боковые рёбра призмы. Замечание: 
иногда призму называют наклонной призмой, чтобы отличатьеё 
от частного случая прямой призмы (смотри следующее определе- 
ние). 


» Определение 4. Призма называется прямой, если её боковые рёбра 
перпендикулярны основаниям. 
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® Определение 5. Прямая призма называется правильной, если её 
основаниями являются правильные многоугольники. 


рис.11. Нятиугольная призма и её рис.12. Правильная 
перпендикулярное сечение шестиугольная пирамида. 


® Определение 6. Параллелепипедом называется призма, основа- 
ниями которой служат параллелограммы. 


»® Определение 7. Прямой параллелепипед, основаниями которого 
служат прямоугольники, называется прямоугольным. 


+ Определение 8. Прямоугольный параллелепипед с равными рёб- 
рами называется кубом. 


® Определение 9. Многогранник, одна из граней которого выпук- 
лый п-угольник, а остальные — треугольники, имеющие одну об- 
щую вершину, называется п-угольной пирамидой. №-угольник на- 
зывается основанием пирамиды, а остальные грани (треугольни- 
ки) называются боковыми гранями пирамиды. Стороны граней пи- 
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рамиды называются рёбрами, а концы рёбер — вершинами пира- 
миды. Рёбра, не лежащие в основании призмы. называются боко- 
выми рёбрами, остальные рёбра называются рёбрами основания. 
Общая вершина всех броковых граней (треугольников) называется 
вершиной пирамиды. В общем случае п-угольную пирамиду будем 
обозначать как 5А, А2...Аи, причём 5А;, где & = Т,п, — боковые 
рёбра пирамиды. 


»® Определение 10. Пирамида называется правильной, если осно- 
ванием пирамиды является правильный многоугольник, а орто- 
гональная проекция вершины пирамиды на плоскость основания 
совпадает с центром основания. Все боковые грани правильной 
пирамиды — равные межды собой равнобедреные треугольники. 
Высота боковой грани правильной пирамиды, проведённая из её 
вершины, называется апофемой этой пирамиды. 


® Определение 11. Многогранник, вершинами которого являют- 


ся вершины основания некоторой пирамиды и точки пересечения 
её боковых рёбер некоторой плоскостью, параллельной основанию 
пирамиды, называется усечённной пирамидой. Основания усечён- 
ной пирамиды — гомотетичные многоугольники (центр гомотетии 
— вершина пирамиды). Отрезок любой прямой, перпендикуляр- 
ной основаниям усечённой пирамиды, заключённый между этими 
основаниями, называется высотой усечённой пирамиды. Боковые 
грани усечённой пирамиды — трапеции. 


® Определение 12. Усечённая пирамида называется правильной, 
если она является частью правильной пирамиды. Боковые грани 
правильной усечённой пирамиды — равные между собой равно- 
бочные трапеции. Высота каждой из таких трапеций называется 
апофемой правильной усечённой пирамиды. 


Сформумируем без доказательства некоторые простые уверждения 


и теоремы. 


® Утверждение 1. Площадь боковой поверхности призмы бок 
вычисляется по формуле 5бок = Рнерп| АА; | , где Рнерп — 
периметр перпендикулярного сечения призмы, а |А;А;| — длина 
(любого) её бокового ребра. 
Замечание: для прямой призмы Рперп равен периметру (любо- 
го) из её оснований. 
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® Утверждение 2. Объём наклонной призмы У вычисляется по 
формуле У = бперп!А;А;| ‚ где бпери — площадь перпендику- 
лярного сечения призмы, а |А;А!| — длина (любого) её бокового 
ребра, или по формуле У = 5оснН , где Зосн —- площадь осно- 
вания призмы, а Н — высота призмы. 
Замечание: указанные формулы справедливы и для прямой приз- 
мы, следует учитывать только, что в этом случае босн = бперп 
и Н=|А; А’ |. 


® Теорема (свойства параллелепипеда) 
1) Все четыре диагонали параллелепипеда пересекаются в одной 
точке и делятся этой точкой пополам. 
2) Середина диагонали параллелепипеда является его центром сим- 
метрии. 
3) Противоположные грани параллелепипеда попарно равны и па- 
раллельны. 


® Утверждение 3. Объём прямоугольного параллелепипеда У 


вычисляется по формуле У = абс ‚, где а, В, с — длины трёх 
рёбер прямоугольного параллелепипеда, выходящих из одной вер- 
шины. 


Замечание: объём куба вычисляется по формуле У =а?. 

® Утверждение 4. Площадь боковой поверхности правильной пи- 
рамиды 5 вычисляется по формуле 5 = 1 РА ‚где Р — 
периметр основания пирамиды, а В — апофема. 

® Утверждение 5. Объём пирамиды У вычисляется по формуле 
У = 1 5Н ‚где 5 — площадь основания пирамиды а Н — 
высот® прирамиды. 

® Утверждение 6. Площадь боковой поверхности правильной усе- 
чённой пирамиды 5 вычисляется по формуле 5 = о (Р+РЬ, 


где Ри — периметры оснований пирамиды, а Н — апофема. 
р й 


® Утверждение 7. Объём усечённой пирамиды У вычисляет- 


ся по формуле У = зн (5: + м 5152 + 8) ‚где Н — высо- 


та усечённой прирамиды, а 5! и 52 — площади оснований 
усечённой пирамиды. 
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Все формулы и утверждения, которые использовались для решения 
задач в предыдущих параграфах, могут пригодиться и в этом парагра- 


В 


рис.13. Сечение параллелепипеда рис.14. Треугольная призма. 
АВСРА,В,С.Ш): плоскостями 
(4,ВО) и (ВСР!) 


Первый раздел. Подготовительные задачи. 


1. Плоскости боковых граней треугольной пирамиды образуют с плос- 
костью основания равные углы. Докажите, что проекция вершины 
на плоскость основания является центром вписанной или вневпи- 
санной окружности основания. 


2. Докажите, что объём треугольной пирамиды, у которой двугран- 
ные углы при рёбрах основания равны @ , а длины рёбер основания 
равны а, Бис, равен 


(ра) -в)(р- с), 
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где р — полупериметр основания. 


На основании треугольной пирамиды 5АВС взята точка М и 
через неё проведены прямые, параллельные рёбрам 5А, 5В и 5С 
и пересекающие боковые грани в точках А! , В; и С\. Докажите, 


МА, х МВ! ы МС! 
5А 5В 5С 


что 


= 


Вершина 5 треугольной пирамиды 5АВС совпадает с вершиной 
конуса, а точки А, В и С лежат на окружности его основания. 
Двугранные углы при рёбрах 5А, 5В и 5С равны а, Виу 
соответственно. Докажите, что угол между плоскостью 5ВС и 
плоскостью, касающейся поверхности конуса по образующей 5С’, 
п+а-В-1 
2 
Точки 4,, В, и С, лежат по одну сторону от плоскости тре- 
угольника АВС, при этом прямые АА,, ВВ, и СС`\ перпенди- 
кулярны плоскости АВС, а длины отрезков АА!, ВВ! и СС; 
равны длинам высот треугольника АВС, опушенным соответ- 
ственно из вершин А, В и С. Радиус окружности, вписанной 
в треугольник АВС равен т. Точка М — пересечение плоскос- 
тей А, ВС, АВ; С и АВС, . Точка № - пересечение плоскостей 
А. В:С, А, ВС! и АВ; С, . Докажите, что: 


а) расстояние от точки М до плоскости АВС равно т; 


равен 


в) расстояние от точки № до плоскости АВС равно 2т. 


В правильную усечённую четырёхугольную пирамиду с высотой 
боковой граниа можно вписать шар. Докажите, что площадь её 
боковой поверхности равна 402. 


Через точку М основания правильной п-угольной пирамиды про- 
ведён перпендикуляр, пересекающий плоскости боковых граней в 
точках М, М2, ..., М. Докажите, что сумма длин отрезков 
ММ:, ММ), ..., ММ) не зависит от выбора точки М. 


Шар вписан в п-угольную пирамиду. Боковые грани поворачива- 
ются вокпуг рёбер основания и кладутся в плоскость основания 
так, что они лежат по одну сторону от соответствующих рёбер 
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вместе с основанием. Докажите, что вершины этих граней, от- 
личные от вершин основания, лежат на одной окружности. 


. Из вершин основания вписанной пирамиды, плоские углы которой 


при вершине не прямые, в боковых гранях проведены высоты. До- 
кажите, что прямые, проходящие через основания высот в каждой 
грани, параллельны одной плоскости. 


В основании пирамиды с вершиной 5 лежит параллелограмм 
АВСО. Докажите, что её боковые рёбра образуют равные углы 
с некоторым лучом 5О, лежащим внутри четырёхгранного угла 
5АВСО, тогда и только тогда, когда 3ЗА+5С = 5В+ 50. 


Основанием усечённой четырёхугольной пирамиды АВСО 
А.В. С:Ш), являются параллелограммы АВС и А.В, С: О, . До- 
кажите, что любая прямая, пересекающая три из четырёх прямых 
АВ!:, ВС, СБ! и ПБА,, пересекает и четвёртую прямую или 
параллельна ей. 


Докажите, что площадь полной поверхности призмы, описанной 
около сферы, равна 65, где 5 — площадь основания призмы. 


На боковых рёбрах ВВ! и СС, правильной призмы АВСА, В! С. 
взяты точки Ри Р,\ так, что ВР: РВ; = С.Р, : РС =1:2. 
Докажите, что 


а) двугранные углы при рёбрах АР; и А.Р тетраэдра АА.РР, 
— прямые, 


6) сумма двугранных углов при рёбрах АР, РР; и Р.А, тетра- 
эдра АА.РР, равна 180°. 

Докажите, что в любом параллелепипеде АВСРА, В. С.Ш; 

а) плоскость ВОА! параллельна плоскости В:0О:С, 

6) эти плоскости делят отрезок АС: на три равные части, 

в) эти плоскости делят объём параллелепипеда в отношении 


1:4:1. 


Докажите, что объём треугольной призмы АВСА,! В:С,\ равен по- 
лупроизведению площади грани АВВ, А, на расстояние от пря- 
мой СС! до плоскости АВА,. 
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23. 


24. 


Докажите, что угол СА! ПО; в кубе АВСРА, В, С!П! равен 
атс 0. 


Дан куб АВСЛА, В: С! П!. Расстояние между прямыми А! С! и 
В1С равно 4. Докажите, что объём куба равен 3/34. 


Гранями параллелепипеда являются ромбы, длины рёбер которых 
равны а, а острые углы — а. Докажите, что объём параллеле- 


3.а/. а. За 
пипеда равен 2а о и Е 


В основании четырёхугольной призмы лежит ромб со стороной а 
и острым углом а, а боковые рёбра призмы равны $ и наклонены 
к плоскости основания под углом В. Докажите, что объём призмы 
равен а? зтазтр. 


В наклонной треугольной призме длины боковых рёбер равны 8 см; 
стороны перпендикулярного сечения относятся как 9:10:17, а 
его площадь равна 144 см?. Докажите, что площадь боковой по- 
верхности этой призмы равна 576 см2. 


Докажите, что в кубе АВСРА, В. С'!П; с ребром равным 4, рас- 
стояние от середины ребра СШ до плоскости А1С1М ‚где М — 
середина ребра ОП, равно \Уб. 


Докажите, что в кубе АВСОА, В!:С.П! с ребром равным а, рас- 
стояние от вершины А до плоскости, проходящей через вершины 


А:, В, О равно 93. 


Углы, образуемые диагональю прямоугольного параллелепипеда с 
его гранями, пересекающимися в одной из его вершин, равны а, 
В, у. Докажите, что 


п? а + зш2 В + вп? у = 1. 


В прямоугольном параллелепипеде угол между диагональю осно- 
вания и его стороной равен а. Диагональ параллелепипеда равна 
4 и образует с плоскостью основания угол ф. Докажите, что пло- 
щадь боковой поверхности параллелепипеда равна 

Ма? вт 2ф сов (45° — а). 
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Непересекающиеся диагонали двух смежных боковых граней пря- 
моугольного параллелепипеда наклонены к плоскости его основа- 
ния под углами а и В. Докажите, что угол между этими диаго- 
налями равен агссов (811 а зщ В). 


Через середину диагонали куба перпендикулярно к ней проведена 
плоскость. Докажите, что в сечении получается правильный шес- 
тиугольник и найдите его площадь при условии что ребро куба 
равно а. 


В кубе АВСРА, В: С: О! (АА, | ВВ! || СС: | рр!) через се- 
редины рёбер ОЛ: и П;:С! и вершину А проведена плоскость. 
Докажите, что угол между этой плоскостью и гранью АВСР ра- 


42—. 
вен агс4е 5 
На ребре ВВ! куба АВСРА, В:С!:П;, (АА, || ВВ! || СС, | ОБ) 
взята точка Г так, что В\ЁР = зВВ1, на ребре С'0! — точка 
Е так, что О.Е = ЗСил. Докажите, что наибольшее значение, 


которое может принимать отношение ‚ где точка Р лежит на 


А 
РФ 
луче ОЕ, а точка @ — на прямой А.Р, равно Д. 


Второй раздел. Конкурсные задачи. 


1. 


{м/м-71.3) Основание четырёхугольной пирамиды — квадрат, а 
все боковые грани — прямоугольные треугольники, у которых вер- 
шины прямых углов лежат на основании пирамиды. Найти объём 
пирамиды, если её высота равна 1, а один из двугранных углов 
при её вершине равен 120°. 


3 с 
. (м/м-75.4) Сфера радиуса $ вписана в четырёхугольную пирами- 


ду ЗАВСЬ, у которой основанием служит ромб АВСО, такой, что 
угол (ВАР = 60°, высота пирамиды, равная 1, проходит через 
точку К пересечения диоганалей ромба. Доказать, что существу- 
ет единственная плоскость, пересекающая рёбра основания АВ и 
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АР в некоторых точках М, №, таких, что ММ = Е. касающаяся 
сферы в точке, удалённой на равные расстояния от точек М и М, 
и пересекающая продолжение отрезка 5К за точку К в некоторой 


точке Е. Найти длину отрезка 5Е. 


3. (м/м-81.5) На одной из граней двугранного угла с ребром АД 
лежит точка В, на другой — С. Отрезок ОЕ параллелен плос- 
кости треугольника АВС. В пирамиду ВСШЕ вписан шар. От- 
ношение расстояния от его центра до прямой ОЕ к расстоянию 
от прямой ОЕ до плоскости (АВС) равно №. Пусть точка В’ — 
проекция точки В на плоскость (СОЕ). Известно, что {#2В'ОЕ: 
+22 ВОДЕ = {. Через середину отрезка АД проведена плоскость Р, 
параллельная плоскости (АВС). Найти площадь сечения плоскос- 
тью Р многогранника АВСОЕ, составленного из треугольных 
пирамид АВСР и ВСРЬЕ, если известно, что площадь грани 
АВС равна 5, а сумма площадей всех граней пирамиды ВСОЕ 
равна о’. 


4. (м/м-82.5) В четыреёхугольной пирамиде АВСРЕ основание 
АВСР — параллелограмм, а грани АДЕ и ВСЕ — прямоуголь- 
ные треугольники. Ребро ВС перпендикулярно медиане ЁР гра- 
ни СЕ и ВС = ЕР. Сечением пирамиды плоскостью являет- 
ся равнобочная трапеция СКНГ, вершины которой С, К, Н, 
Г лежат соответственно на рёбрах АЁ, ВЕ, СЕ, ПЕ, причём 
СЕ = ЗСА и СН = ЕН. Найти отношение площади трапеции 
СКНГ к площади грани АВЕ. 


5. (м/м-84.5) В четырёхугольной пирамиде б5АВСР основание 
АВСР имеет своей осью симметрии диагональ АС, длина кото- 
рой равна 9 см, а точка Е пересечения диагоналей четырёхуголь- 
ника АВС делит отрезок АС так, что длина отрезка АЁ мень- 
ше длины отрезка ЕС’. Через середину бокового ребра пирамиды 
5АВСР проведена плоскость, параллельная основанию и пересе- 
кающаяся с рёбрами 5бА, 5В, 5С, 52) соответственно в точках 
А’, В', С’, О’. Получившийся многогранник АВСРА’ В'С'О’, 
являющийся частью пирамиды 5АВСП, пересекается плоскос- 
тью а по правильному шестиугольнику, длина стороны которого 
равна 2 см. Найти площадь треугольника АВО, если плоскость 
а пересекает отрезки ВВ’ и ОГ’. 


6. (м/м-86.6) В основании пирамиды 5АВСР лежит четырёхуголь- 
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ник АВСО, у которого стороны АД и ВС параллельны, длина 
стороны АВ равна 4 см, длина стороны ВС равна 8 см, а ве- 
личина угла {АВС равна 60°. Длина ребра 5В равна 8/2 см. 
Найти объём пирамиды, если известно, что через прямые АЛ) и 
ВС можно провести две плоскости, не совпадающие с основанием 
пирамиды и пересекающие пирамиду по равным четырёхугольни- 
кам. 


. (м/м-88.4) Угол между скрещивающимися прямыми АВ и СО 


т. Точки Е и Е являются серединами отрезков 
АВ и СО. Найти угол ДАСВ, если известно, что АВ = 25, 
СР =2\7 и ЕР= УЛ. 


равен агссоз 


. (м/м-91.6) В основании призмы лежит равносторонний треуголь- 


ник АВС со стороной \З. Боковые рёбра АО, ВЕ, СР, пер- 
7 
пендикулярны основанию. Сфера радиуса - касается плоскости 


АВС и продолжений отрезков АЁ, ВР, СП за точки А, Ви 
С соответственно. Найдите длину боковых рёбер призмы. 


. (м/м-92.5) На прямой [ в пространстве последовательно располо- 


жены точки А, В и С такие, что, АВ = 10 и ВС = 22. Найти 
расстояние между прямыми [ и т, если расстояние от точек А 
‚ ВиС до прямой т равны 12, 13 и 20 соответственно. 


(м/м-93(1).5) На диагоналях АВ’ и ВС’ граней параллелепипеда 
АВСЛРА'В'С’О’ взяты точки М и М так, что, отрезки ММ№ и 
А'С параллельны. Найти отношение длин этих отрезков. 


(м/м-96(1).6) Основанием вписанной в сферу четырёхугольной пи- 
рамиды 5АВСЛ служит параллелограмм АВСО. Найти диаго- 
наль 5), если бА =Т, 5В =2, 5С =би (5АР = 45ВР = 
(5Ср. 


(м/м-96(2).5) На рёбрах АА’, АВ, В’С’и ВС единичного куба 
АВСРА’В'С'О’ взяты точки К, Г, М и М соответственно так, 
что АЁ = =, В’М = 1’ СМ = 10° Определить, какое из рёбер 


АВ или АЛ пересекается плоскостью, параллельной отрезку МГ 
и содержащей отрезок К М . В каком отношении это ребро делится 
плоскостью? 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


(м/м-98(1).5) Четырёхугольная пирамидз бАВСР вписана в сфе- 
ру, центр которой лежит в плоскости основания АВСО. Диагона- 
ли АС и ВП основания пересекаются в точке Н, причём 5Н 


— высота пирамиды. Найти рёбра С5 и СО, если СН = 4, 


А5 = Ч АР =Зи АВ = В5. 


(м/м-99(2).6)} Основанием пирамиды бАВСО является трапеция 
АВСО с основаниями ВС и АП такими, что ВС: АР =?2:5. 
Диагонали трапеции пересекаются в точке Ё, а центр О впи- 
санной в пирамиду сферы лежит на отрезке 5Е и делит его в 
отношении бО : ОЕ =7:2. Найти площадь полной поверхности 
пирамиды, если площадь боковой грани 5ВС равна 8. 


(м/м-00.6) В основании четырёхугольной пирамиды 5АВСО ле- 
жит параллелограмм АВСО. Известно, что плоскости треуголь- 
ников А5С и В5) перпендикулярны друг другу. Найти площадь 
грани Аб), если площади граней АЗВ, В5С и С5) равны со- 
ответственно 5, би 7. 


(ВМиК-70.5) Основанием четырёхугольной пирамиды 5АВСР с 
вершиной 5 является ромб, а высота 5бО пирамиды проходит 
через точку пересечения диагоналей ромба. Высота 5О образует 
с ребром 5А угол а, ас ребром 5В — угол В. Вычислить 
угол между боковой гранью 5АВ и основанием пирамиды. 


(ВМиК-71.5) Основанием пирамиды 5АВС служит треугольник, 
стороны которого АВ и АС равны и образуют угол @ между 
собой, а высота пирамиды совпадает с ребром $5А и равна 
Дана четырехугольная пирамида, имеющая ту же вершину 5. Ос- 
нованием её является четырехугольник, вершины которого лежат 
на сторонах треугольника АВС. Найти объем четырехугольной 
пирамиды, если известно, что ее боковые грани равновелики, а 
боковые ребра равны. 


{ВМиК-72.4) Шар касается плоскости основания АВСЛ правиль- 
ной четырехугольной пирамиды 5АВСП в точке А, кроме того, 
касается ребра 5С .'Через центр этого шара и сторону основа- 
ния ВС проведена секущая плоскость. Найти угол наклона этой 
плоскости к плоскости основания, если плоскость сечения перпен- 
дикулярна грани А5ДО. 


108 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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{ВМиК-78.5) Основанием пирамиды АВСЕН служит выпуклый 
четырёхугольник АВСЕЁЕ ‚, который диагональю ВЕ делится на 
два равновеликих треугольника. Длина ребра АВ равна единице, 
длины рёбер ВС и СЕ равны. Сумма длин рёбер АН и ЕН 


равна 2 . Объём пирамиды равен - . Найти радиус шара, 


имеющего наибольший объём среди всех шаров, помещающихся в 
пирамиде АВСЕН. 


{ВМиК-84.6) Многогранник имеет 6 граней: АВСО, ЕРСН, 
АВЕЕ, ВССЕ, СОНС, АПНЕ . Все его вершины лежат 
на сфере радиуса \34. Грани АВСШ и ЕРСН лежат в 
параллельных плоскостях, расстояние между которыми равно 2. 
Известно, что АВ: СО = ЕЁ: СН #1, площадь грани ЕРСН 


равна 5, а объем многогранника равен 15° Найти длину ребра 
ВЕ. 


(ВМиК-95.6) В кубе АВСРА,В:С!:0\: с параллельными граня- 
ми АВСШО и А: В!:С\10,: длина ребра равна 1. Точки К и № 
являются серединами рёбер ОС и ВС соответственно. Точка М 


лежит на ребре СС! и МС = т Найти максимальное значение 


радиусов сфер, проходящих через точки М, М, К и касающихся 
плоскости ВВ!ШО!Ш. 


{ВМиК-98(1).6) Двуграный угол, образованный полуплоскостями 
а и В, равен 3 Внутри этого угла расположен треугольник АВС. 


Ортогональные проекции треугольника АВС на полуплоскости 
а и В есть треугольники АВ1С\1 и АВ>2С.› соответственно ( В1 
и В2 — проекции точки В, С: и С.) — проекции точки С). Из- 


вестно, что АВ = 3/25 — 4/3, АС = \/19-4\3, АВ, = 92, 
АВ = 6/3, АС: > АС., ДВ: АС! = (В. АС. = 15 .Найти ВС. 


(ВМиК-99{1).6) В прямоугольном параллелепипеде 

АВСПА, В: С1Ъ, ( АВСПО и А: В: С':Б, —Щ основания, АА, | 
ВВ! || СС: || БР! ) отрезки М1М!, М2М№, Мз№  — общие пер- 
пендикуляры к парам отрезков АС: и АВ;:, ВС: и АС, БС, 
и АО, соответственно. Объём параллелепипеда равен У, радиус 
описанной сферы равен В, а сумма длин рёбер АЛ,, АВ и АР 
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равна т. Найти сумму объёмов пирамид АА, М! №, АВМ2 № и 
АОМзМ№з. 


24. (ВМиК-99.4) В четырехугольной пирамиде бАВСО высоты бо- 
ковых граней, опущенные из вершины пирамиды $, равны 2. 


2 
Пусть АВ =2, ВС = 6, [АВС = ^, [АБС = -". Найти 
высоту пирамиды, если ее основание ободе внутр четырех- 
угольника АВСО. 


25. (ВМиК-00.4) В основании прямой призмы АВСРА, В!:С':П: ле- 
жит ромб АВС, у которого угол АВС равен 60°. На боковых 
рёбрах АА!, ВВ! и СС, (АА! || ВВ: |СС, ||РЛ: ) расположены 
точки К, Ги М соответственно. Известно, что угол между пря- 
мыми КГи АВ равен 45°, а угол между прямыми СМ и ВС 
— 30°. Найти угол между плоскостью, проходящей через точки 
К, Ги М и плоскостью основания АВС. 


26. (физ-77.5) Длина ребра куба АВСРА.В!:С\0: (АА, || ВВ, || 
СС, || ЭЬ:) равна 1. На ребре АА, взята точка Е так, что 
длина отрезка АЕ равна -. На ребре ВС взята точка Р так, 


3 
что длина отрезка ВЕР равна 7 Через центр куба и точки Е и 


Е проведена плоскость а. Найти расстояние от вершины В; до 
плоскости а. 


27. (физ-81.5) Правильную четырёхугольную пирамиду пересекает плос- 
кость, проходящая через вершину основания перпендикулярно про- 
тивоположному боковому ребру. Площадь получившегося сечения 
в два раза меньше площади основания пирамиды. Найти отноше- 
ние длины высоты пирамиды к длине бокового ребра. 


28. (физ-82.5) На боковом ребре правильной четырёхугольной пира- 
миды с вершиной 5 взята точка А, через которую в плоскостях 
боковых граней пирамиды проведены прямые, пересекающее апо- 
фемы этих граней в точках В и С и образующие углы величиной 
а с плоскостью основания пирамиды. Известно, что величины уг- 


лов (АВ и ДАС5 равны В (в > 7) . Найти величину угла 
(ВАС. 
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{физ-84.5) Правильная треугольная призма целиком находится в 
правильной четырёх- угольной пирамиде так, что нижнее осно- 
вание призмы принадлежит основанию пирамиды, а две верши- 
ны верхнего основания призмы находятся на апофемах пирамиды. 
Известно, что длины всех рёбер призмы равны, а длина стороны 
основания пирамиды в т раз больше длины высоты пирамиды. 
Найти отношение объёмов пирамиды и призмы. 


(физ-85.5) Сфера с центром в точке 5 проходит через вершины ос- 
нования АВСШ правильной четырёхугольной пирамиды бАВСО. 
Отношение площади полной поверхности пирамиды к площади по- 
верхности сферы равно а. Найти величину угла 4 А5В и указать 
все значения параметра а, при каждом из которых задача имеет 
решение. 


(физ-87.6) Шар радиуса 2 вписан в правильную четырёхугольную 
пирамиду 5АВСО с вершиной 5. Второй шар радиуса 1 каса- 
ется первого шара, основания пирамиды и боковых В5С граней 
С5р. Найти объём пирамиды и величину двугранного угла при 
боковом ребре 5С. | 


(физ-89.4) В правильной четырёхугольной пирамиде отношение 
бокового ребра к высоте пирамиды равно 2. Найти отношение ра- 
диуса вписанного в пирамиду шара к апофеме пирамиды. 


(физ-91.6) В основании пирамиды ТАВСР лежит трапеция 
АВСР (ВС || АБ, АР: ВС = 2:1). Через вершину Т пи- 
рамиды проведена плоскость, параллельная прямой ВС и пересе- 
кающая отрезок АВ в точке М такой, что АМ : МВ=2:1. 
Площадь получившегося сечения равна 5’, а расстояние от ребра 
ВС до плоскости сечения равно 4. Найти: 

1) в каком отношении плоскость сечения делит объём пирамиды, 
2} объём пирамиды. 


(физ-94{(2).8) Наклонная призма АВСЛРА!В!:С!:П: имеет имеет 
своими основаниями трапеции АВСШ и А! В, С! Пу, сумма пло- 
щадей параллельных боковых граней призмы равна 5, а рассто- 
яние между этими гранями равно 4. Найти объём иногогранника 
ВРА, В: С: П:. 


{физ-95.6) В правильной четырёхугольной пирамиде высота равна 
Н , а двугранный угол при боковом ребре равен а. Найти объём 
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36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


пирамиды. 


(физ-96(1).6) В правильной четырёхугольной пирамиде 5ВСРЕ с 
вершиной 5 боковое ребро равно 6, а двугранный угол между бо- 
ковыми гранями равен с. Найти объём пирамиды, отсекаемой от 
данной пирамиды плоскостью, проходящей через диагональ ВО 
основания и середину бокового ребра 5С. 


(физ-96{(2).7) В правильной четырёхугольной пирамиде отношение 


бокового ребра к стороне основания равно 5:2 радиус шара, 


вписанного в эту пирамиду, равен 1. Найти объём пирамиды. 


(физ-96.6} В прямоугольном параллелепипеде диагональ, равная 
4, образует с боковыми гранями углы В и 7. Найти объём па- 
раллелепипеда. 


(физ-97(1).8) В четырёхугольной пирамиде 5АВСР основание 
АВС — прямоугольник, 5А =2, 5В =3, 5С =4.Найти 50. 


(физ-97(2).4) Высота правильной четырёхугольной пирамиды в 
два раза меньше её апофемы. Объём пирамиды равен 108. Найти 
высоту пирамиды. 


(физ-97(2).8) В правильной четырёхугольной пирамиде радиус впи- 
санного шара равен т, а двугранный угол при боковом ребре равен 
а. Найти объём пирамиды, вершины которой находятся в цент- 
ре вписанного шара и в точках его касания с боковыми гранями 
исходной пирамиды. 


{физ-99(1).8} Высота 5Н правильной четырёхугольной пирами- 
ды 5АВСР служит диаметром сферы. Известно, что А5 =Б, а 
двугранный угол при основании пирамиды равен В. Найти длину 
линии пересечения сферы с поверхностью пирамиды. 


(физ-99(2).8) В прямоугольном параллелепипеде АВСРА: В.С! ПР! 
( ЛА, || ВВ, | СС: |0!) АВ=ВС=2а, АА, =а. Плоскость се- 
чения проходит через точки В! и О параллельно прямой АС. 
Найти радиус шара, касающегося этого сечения и трёх граней па- 
раллелепипеда с общей вершиной В. 
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(физ-99.7) В правильной треугольной пирамиде 5АВС с верши- 


ной 5 боковое ребро 5А равно 6. Сфера радиуса, 5 касается 


плоскости бАС в точке С и проходит через точку В. Найти 


[А5С. 


(хим-70.5) Дана прямая треугольная призма АВСА, В:С\ (АА!, 
ВВ:, СС, — боковые рёбра), у которой АС =6, а АА, = 8. Че- 
рез вершину А проведена плоскость, пересекающая рёбра ВВ! 
и СС, соответственно в точках М и М. Найти, в каком от- 
ношении делит эта плоскость объём призмы, если известно, что 
ВМ = МВ! , а АМ является биссектрисой угла (САС\. 


(хим-71.5) Правильная прямая треугольная призма АВСА, В! С\ 
описана около шара радиуса т, М — середина ребра ВВ!, М — 
середина ребра СС\1. В шар вписан прямой круговой цилиндр так, 
что его основание лежит в плоскости АММ. Найти объём этого 
цилиндра. 


(хим-72.4) В прямаую призму АВСЛРА, В1:С\ П:, нижним основа- 
нием которой является ромб АВСО, а АА!, ВВ, СС:, ОР! — 
боковые рёбра, вписан шар радиуса В. Найти площадь сечения 
призмы плоскостью, проходящей через вершины А, В, Су, если 
известно, что (ВАД =а. 


{хим-76.5) 

В кубе АВСОА’ В’С’О’, где АА’, ВВ’, СС’и РГ’ — парал- 
лельные рёбра, плоскость Р проходит через диагональ А’С” гра- 
ни куба и середину ребра РГО’. Найти расстояние от середины 
ребра СП до плоскости Р, если ребро куба равно 4 см. 


(хим-78.3.Н) Рассматриваются всевозможные прямоугольные па- 
раллелепипеды, основания которых являются квадратами, а каж- 
дая из боковых граней имеет периметр 6 см. Найти среди них па- 
раллелепипед с наибольшим объёмом и вычислить этот объём. 


{хим-82.4) Правильная четырёхугольная пирамида лежит боковой 
гранью на горизонтальной плоскости П. Площадь основания пи- 
рамиды равна 5: , площадь боковой поверхности — 5>. На какой 
высоте (над плоскостью П) находятся наивысшие точки пирами- 
ды? 
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52. 
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(хим-83.3) Треугольная призма АВС А’В’С’ с нижним основани- 
ем АВС и боковыми рёбрами АА’, ВВ’, СС’ рассечена плос- 
костью, проходящей через точки Е, Е, С, где точка Е являет- 
ся серединой ребра АА’, точка Е лежит на ребре ВВ’, причём 
ВЕ: ЕВ' = 1:2. Найти объём части призмы АВСА’В’С”, за- 
ключённой между секущей плоскостью и нижним основанием этой 
призмы, если известно, что объём призмы равен \. 


(хим-84.4) В правильную четырёхугольную пираимду 5АВСД с 
вершиной 5’, у которой длины всех рёбер равны между собой, впи- 
сана правильная четырёхугольная пирамида 5’А'В’'С"'О’ с вер- 
шиной 5’, у которой длины всех рёбер также равны между собой. 
При этом вершина 5’ лежит в плоскости АВСР а вершины А’, 
В’, С’ лежат соответственно на рёбрах 5А, 5В, 5С и 50. 
Доказать, что вершина 5’ лежит в точке пересечения диагоналей 
квадрата АВС, и найти отношение объёмов этих этих пирамид. 


(хим-85.4) Основанием пирамиды служит ромб, длина стороны ко- 


т 
торого равна 2 см, авеличина острого угла равна т Шар, радиус 


которого равен 2 см, касается плоскости каждой боковой грани 
пирамиды в точке, лежащей на стороне основания пирамиды. До- 
казать, что высота пирамиды проходит через точку пересечения 
диагоналей основания пирамиды. Найти объём пирамиды. 


(хим-87.4)} Основанием четырёхугольной пирамиды РАВСЛ яв- 
ляется квадрат АВС. На ребре АГ взята точка Е, такая, что 
отрезок СЁ перпендикулярен ребру АР. Проекция О точки Е 
на основание пирамиды лежит на отрезке АС и делит его в отно- 
шении АО: ОС = 7. Найти разность объёмов пирамид ЕГАВСО 
и ЕАВО, если известно, что угол Д АРЕ = 90°, а АВ =а. 


(хим-90.5} В основании пирамиды 5АВС лежит прямоуголь- 
ник АВСО со сторонами АВ = б и ВС = 9. Высота пирамиды 
проходит через точку О пересечения диагоналей АС и ВД ос- 


нования и равна . Точки Е и Е лежат на рёбрах АВ и 


АД соответственно, АЕ = 4, АЕ = 6. Найти площадь много- 
угольника, полученного при пересечении пирамиды с плоскостью, 
проходящей через точки Е и Г и параллельной ребру А5. 
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(хим-99(1).5) В шар радиуса 3 см вписан многогранник АВСРЕ 
так, что точка А симметрична точке Е относительно плоскос- 
ти, проходящей через точки В, С и В, а точка В симметрич- 
на точке Д относительно плоскости, проходящей через точки А, 
С и Е. Найти отношение объёма шара к объёму многогранника 


АВСРЕ, если АС=ВС=З\У см. 


(хим-99.5) В сферу радиуса УЗ см вписан параллелепипед, объём 
которого равен 8 см?. Найти площадь полной поверхности парал- 
лелепипеда. 


(био-82.3) В правильную четырёхугольную пирамиду 5АВСР 
вписан куб. Все четыре вершины одной из граней куба лежат на 
основании АВС пирамиды. Вершины противоположной грани 
куба лежат на боковых рёбрах пирамиды. Известно, что 5А = 
АВ = а, т.е. длина бокового ребра пирамиды равна а и равна 
длине стороны её основания. Чему равен объём куба? 


(био-84.4) В основании четырёхугольной пирамиды бАВСР ле- 
жит ромб АВСО, длина стороны которого равна а. Длина диа- 
гонали АС ромба в 1,5 раза больше длины его стороны. Осно- 
вание высоты пирамиды совпадает с центром ромба, и её длина 
в 1,5 раза больше длины АС. Через точку А и середину реб- 
ра С5 проведена секущая плоскость, образующая с плоскостью 
основания пирамиды угол, величина которого равна 45°. Како- 
ва площадь сечения пирамиды этой плоскостью, и сколько таких 
плоскостей можно построить? 


(почв-82.5) Ребро 5А четырёхугольной пирамиды 5АВСР пер- 
пендикулярно плоскости основания АВСР. Длина ребра 5А рав- 
на 1. Основание АВСШ — квадрат со стороной 8. Точки Ри 9 
— середины отрезков АД и СО. Найти радиус сферы, вписан- 
ной в пирамиду 5ОРО (Т.е. касающейся всех её боковых граней 
и основания). ` 


(геогр-82.5) В прямоугольном параллелепипеде АВСОА’В’С'О' 
длина ребра АВ равна 4 см, длина ребра АЛ равна 6 см, длина 
ребра АА’ равна 8 см. Точка К , лежащая на ребре АА’, удалена 
от вершины А на 4 см. Расстояние от точки Ё ребра ОО’ до 
вершины Д равно 2 см. Точка М лежит на отрезке В’С , длина 
МС вдвое больше длины В’М . Найти площадь сечения паралле- 
лепипеда плоскостью, проходящей через точки К, Ги М. 
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(геогр-84.4) Через середину высоты правильной четырёхугольной 
пирамиды проведено сечение, перпендикулярное боковому ребру. 
Найти площадь этого сечения, если длина бокового ребра равна 
4, а величина а между боковыми ребрами, лежащими в одной 


грани, равна 3. 


(геол.ГФ-87.6} На продолжении ребра 5К правильной четырёху- 
гольной пирамиды 5КГММ с вершиной 5 взята точка А так, 
что расстояние от точки А до плоскости $5ММ равно 24 см. Най- 
ти длину отрезка КА, если 5Ё = 2/41 см, ММ = 16см. 


(геол.ОГ-73.4) В правильной четырёхугольной пирамиде 5АВСР 
с вершиной 5 сторона основания равна 1 см. Объём пирамиды 


2 
равен и смЗ. Через сторону основания СЛ проведено сечение, 


которое делит пополам двугранный угол, образованный боковой 
гранью 5СЛ и основанием. Найти площадь сечения. 


(геол.ОГ-74.5) Дана правильная четырёхугольная пирамида 
5АВСР с вершиной 5. На продолжении ребра С) взята точка 
К так, что ОК : КС = 3:4. На ребре $С взята точка Г, так, 
что 5Ё: ЕС = 2:1. В каком отношении делит объём пирамиды 
плоскость, проведённая через точки К, Ви Г? 


(геол.ОГ-84.6) В основании пирамиды 5АВСП лежит равнобоч- 
ная трапеция АВСО, у которой величины углов при основании 


зп ы: 
АР равны -— ‚, а длины оснований равны 1+ 2 и 1. Основание 


Н высоты 5Н пирамиды лежит вне трапеции АВСР и удалено 
на расстояние | от вершины А. Найти радиус описанного око- 
ло пирамиды шара, если известно, что длина высоты 5Н равна 


\/2+2/2, а ВНЕ АР. 


(геол.ОГ- 85.6) Дан куб АВСЛРА'В'С'О', длина ребра которого 
равна 4. На середине ребра ВС взята точка М, а на ребре А’П’ 
на расстоянии 1 от вершины А’ взята точка №. Найти длину 
кратчайшего пути между точками М и М по поверхности куба. 


(геол-94.10} Дан куб АВСРА' В’С'’Ь’, в нём через вершину В 
проведена диагональ. Найти отношение площади сечения этого 
куба плоскостью, перпендикулярной указанной диагонали и про- 
ходящей через её середину, к площади его полной поверхности. 
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(геол-99(1).6) В правильной четырёхугольной пирамиде бАВСО, 
длина каждого ребра которой равна 2, построено сечение плос- 
костью, параллельной диагонали основания АС и боковому реб- 
ру 5В пирамиды и пересекающей ребро АВ. Найти периметр 
многоугольника, полученного в этом сечении, если длина нижнего 
основания сечения равна \0. 


(геол-99.7) Сфера радиуса 41 проходит через вершины В, С, 
С! и через середину ребра А!) куба АВСРА. В.С! Гу, (АА, | 
ВВ! ||СС.|РЬ!). Найти площадь поверхности этого куба. 


(экон-70.1) Объём бруска, имеющего форму прямоугольного па- 
раллелепипеда, равен 200 см?. Периметр основания равен 40см. 
Найти Размеры бруска. 


(экон.К-73.3) Дан прямоугольный параллелепипед 
АВСРА,!В:С!Ш1 с площадью основания 5 и высотой в. Через 
вершину А! верхнего основания А1В:С'О\1 проведена секущая 
плоскость, пересекающая боковое ребро ВВ: в точке Во, боковое 
ребро СС! в точке Со и боковое ребро ОЛ! в точке О.. Найти 
объём той части параллелепипеда, которая расположена под секу- 
щей плоскостью, если известно, что СС. = с. 


(экон.К-76.4) Основание АВС треугольной пирамиды 5АВС яв- 
ляется прямоугольным треугольником площадью в 16м?; угол 
{АСВ — прямой. Ребро 5С перпендикулярно основанию АВС 
и равно 0,9 м. Какова наименьшая возможная при этих условиях 
площадь грани АБВ? 


(экон.К-84.6) В основании пирамиды с вершиной 5 лежит прямо- 
угольник, центр которого лежит на высоте пирамиды. Плоскость 
пересекает боковые рёбра пирамиды в точках Р, 9, М и № 
так, что Ри М — противоположные вершины четырёхугольника 
РОММ. Известно, что длина отрезка 5Р равна 7, длина отрезка 


5М равна 6 сумма длин отрезков 5 и 5М№ равна — , известно 
также, что длина отрезка 5@ больше длины отрезка 5№. Найти 
длины отрезков 50 и 5М№. 


(экон.К-86.6) В наклонной треугольной призме РОКР, (С! В! пло- 
щадь боковой грани РР, В.В равна 64 см?, а косинусы двугран- 
10 


ных углов при ребрах РР, и ОО! равны соответственно и 


Стереометрия. $3. Пирамиды, призмы и другие многогранники. 117 


76. 


т. 


78. 


79. 


80. 


1 
4: В эту призму помещена треугольная призма ДЕРО: Е! РЁ, так, 


что вершины О, Е, Г лежат на на отрезках РО, ОВ, ВР, а 
вершины Б\, Е!, Р\ — на отрезках Р.О!, О,В!, Е:Р, соот- 
ветственно. Известно, что призма ДЕРО, Е.Г, имеет наимень- 
шую площадь боковой поверхности среди всех так расположенных 
призм. Найти площадь боковой поверхности призмы ДЕРО: Е\ Е! . 


(псих-71.2) Дан куб АВСРА, В: С.Б: с боковыми рёбрами АА\, 
ВВ!, СС1, ОрП:. На продолжении рёбер АВ и ВВ! соответ- 
ственно отложены отрезки АМ и В!:М№ длины АМ = 0,5. АВ 
и В.М =2-В,В (ВМ =1,5.АВ; ВМ =3. ВВ!). Где на ребре 
СС" должна находиться точка Р для того, чтобы в сечении куба 
плоскостью, проведённой через точки М, М и Р, был четырёх- 
угольник? 


(псих-73.3) Дана правильная четырёхугольная пирамида 5АВСО 
{5$ — её вершина). Сторона основания этой пирамиды равна а, 


т 
высота пирамиды равна а 5. Пусть Е — середина стороны ос- 


нования АВ, Г — середина $В, С — середина 5С (Ви С 
— соседние вершины основания пирамиды}. Найти расстояние от 
центра шара, описанного около пирамиды $5АВСО, до плоскости, 
проведённой через точки Е, Р, С, Н, где Н — середина СО. 


(филол-73.2) Плоскость, не содержащая вершин заданной правиль- 

ной п-угольной пирамиды, делит совокупность этих вершин на две 

части. Сколькими способами можно осуществить подобное деле- 
? 

ние? 


(филол-76.5) В шар вписана прямоугольная призма, в основании 
которой — правильный треугольник, а высота призмы равна сто- 
роне основания. Найти отношение объёма призмы к объёму впи- 
санной в тот же шар правильной шестиугольной пирамиды, боко- 
вое ребро которой равно удвоеннной стороне основания. 


(филол-77.5) Дана пирамида 5АВС. Точки Л и Е лежат в со- 
ответственно на рёбрах 5бА и 5В, причём 50: ПА =Т:2 и 
ЗЕ: ЕВ =1!:2. Через точки В и Е проведена плоскость @, 
параллельная ребру 5С. В каком отношении делит плоскость а 
объём пирамиды? 
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81. (филол-81.5.С) Объём правильной треугольной призмы равен У. 
Угол между диагоналями двух боковых граней, проведёнными из 
одной вершины, равен а. Определить сторону основания призмы. 


82. (филол-90.5) Основанием четырёхугольной пирамиды 5АВСЛ слу- 
жит квадрат АВСО, а высота пирамиды совпадает с ребром 5А. 
Найти высоту пирамиды, если радиус вписанного в пирамиду ша- 
ра равен 3, а сторона квадрата АВСР равна 15. 


83. (ИСАА-99.4) Основанием пирамиды служит прямоугольный тре- 
угольник с острым углом 15° и сгипотенузой равной 2. Все боко- 
вые рёбра равны между собой и наклонены к плоскости основания 
под углом 65°. Определить объём пирамиды. 


$4. Шар, цилиндр, конус и другие фигуры вращения. 


Напомним основные определения. Обратите внимание, что опрёде- 
ления даются в расширенном виде, содержат названия элементов фигур, 
формулировки простейших, приводимых без доказательств, свойств. 


® Определение 1. Прямым круговым цилиндром (или просто ци- 
линдром} называется фигура, полученная при вращении прямо- 
угольника вокруг оси, проходящей через одну из его сторон. При 
вращении вокруг той же оси ломаной, составленной из сторон пря- 
моугольника, не лежащих на оси вращения, получается фигура, 
которая называется поверхностью цилиндра. Круги, полученные 
в результате вращения сторон, смежных со стороной, принадле- 
жащей оси вращения, называются основаниями цилиндра. Ради- 
ус этих двух равных кругов называется радиусом основания (или 
просто радиусом) цилиндра. Сторона прямоугольника, не смеж- 
ная со стороной, принадлежащей оси вращения, называется обра- 
зующей цилиндра. Фигура, полученная в результате вращения об- 
разующей цилиндра называется боковой поверхностью цилиндра. 
Ось вращения называют осью цилиндра. Сторону прямоугольни- 
ка, лежащую на оси вращения называют высотой цилиндра. Сече- 
ние цилиндра, проходящее через ось цилиндра, называется осевым 
сечением. Плоскость, проходящая через образующую цилиндра и 
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перпендикулярная осевому сечению, проведённому через эту об- 
разующую, называется касательной плоскостью цилиндра. Приз- 
мой, вписанной в цилиндр, называется призма, основания которой 
— равные многоугольники, вписанные в основания цилиндра, а её 
боковые рёбра являются образующими цилиндра. Призмой, опи- 
санной около цилиндра, называется призма, основания которой — 
равные многоугольники, описанные около оснований цилиндра, а 
грани боковой поверхности касаются боковой поверхности цилинд- 


ра. 


® Определение 2. Прямым круговым конусом (или просто кону- 
сом) называется фигура, полученная вращением прямоугольного 
треугольника вокруг оси, содержащей его катет. Фигура, полу- 
ченная вращением вокруг той же оси ломаной, составленной из 
гипотенузы и катета, не принадлежащего оси вращения, называет- 
ся поверхностью конуса, при этом фигура, полученная вращением 
гипотенузы называется боковой поверхностью конуса, а круг, по- 
лученный вращением катета, — основанием конуса. Радиус этого 
круга называется радиусам основания (или просто радиусом) ко- 
нуса. Гипотенузу называют образующей конуса. Ось вращения на- 
зывается осью конуса, а катет, лежащий на гипотенузе, — высотой 
конуса. Конец высоты, лежащий в основании, называют центром 
основания, а противоположный конец — вершиной конуса. Сече- 
ние конуса, проходящее через ось конуса, называется осевым се- 
чением. Плоскость, проходящая через образующую конуса и пер- 
пендикулярная осевому сечению, проведённому через эту образу- 
ющую, называется касательной плоскостью конуса. Пирамидой, 
вписанной в конус, называется пирамида, основание которой — 
многоугольник, вписанный в основание конуса, вершина является 
вершиной конуса, а её боковые рёбра являются образующими ко- 
нуса. Пирамидой, описанной около конуса, называется Пирамида, 
основание которой — многоугольник, описанный около основания 
конуса, вершина является вершиной конуса, а грани боковой по- 
верхности касаются боковой поверхности конуса. 


® Определение 3. Усечённым конусом называется часть конуса, 
ограниченная его основанием и сечением, параллельным основа- 
нию. Ось усечённого конуса совпадает с осью конуса. Боковая по- 
верхность, образующая, высота, осевое сечение усечённого кону- 
са, вписанная усечённая пирамида, описанная усечённая пирамида 
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определяются как части аналогичных фигур конуса, ограниченные 
вышеуказанными основанием и сечением. Касательная плоскость 
конуса является касательной плоскостью усечённого конуса. Ос- 
нования усечённого конуса — гомотетичные круги с центром го- 
мотетии в вершине конуса. Усечённый конус можно получить в 
результате вращения равнобокой трапеции вокруг её оси симмет- 
рии. 


Определение 4. Шаром называют фигуру, состоящую из всех то- 
чек пространства, находящихся на расстоянии, не больше данного, 
от данной точки. Эта точка называется центром шара, а данное 
расстояние — радиусом шара. Граница шара называется шаровой 
поверхностью или сферой Таким образом, сфера — множество всех 
точек пространства, находящихся на данном расстоянии (радиус 
сферы) от данной точки (центр сферы). Радиусом шара (сферы) 
называется также любой отрезок, сединяющий центр шара (сфе- 
ры) и точку шаровой поверхности (сферы). Отрезок, соединяющий 
две точки шаровой поверхности (сферы) называется хордой шара 
(сферы). Если хорда проходит через центр шара (сферы), то её 
называют диаметром. Шар (сферу) можно получить вращением 
круга (окружности) вокруг его (её) диаметра как оси. Плоскость, 
проходящая через центр шара (сферы) называется диаметраль- 
ной плоскостью. Сечение шара (сферы} диаметральной плоскос- 
тью называется большим кругом (большой окружностью). Плос- 
кость, проходящая через точку шаровой поверхностью (сферы) и 
перпендикулярная радиусу, проведённому в эту точку, называет- 
ся касательной плоскостью к шару (сфере). Прямая, проходящая 
через точку шаровой поверхностью (сферы) и перпендикулярная 
радиусу, проведённому в эту точку, называется касательной пря- 
мой к шару (сфере). Шаровым сегментом называется часть ша- 
ра, отсекаемая от него плоскостью. Наибольшее расстояние от 
точки шарового сегмента, лежащей на шаровой поверхности, до 
отсекающей его плоскости называется высотой шарового сегмен- 
та. Шаровым слоем называется часть шара, расположенная между 
двумя параллельными плоскостями, пересекающими шар. Рассто- 
яние между этими двумя плоскостями называется высотой шаро- 
вого слоя. Шаровым сектором называется фигура в пространстве, 
которая получается вращением кругового сектора вокруг его оси 
симметрии. Шаровой сектор получается из шарового сегмента до- 
вавлением (если шаровой сегмент меньше полушара) или удале- 
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нием (если шаровой сегмент больше полушара) соответствующего 
конуса. 


Определение 5. Фигурой вращения в общем случае называется 
фигура в пространстве, для которой существует прямая (ось вра- 
щения), такая, что все сечения указанной фигуры плоскостями, 
перпендикулярными этой прямой, являются кругами. 


Сформумируем без доказательства некоторые простые уверждения 
и теоремы. 


Утверждение 1. Плоскость, перпендикулярная оси цилиндра, пе- 
ресекает его по кругу, а его боковую поверхность — по окружнос- 
ти, равной окружности основания и с центром на оси цилиндра. 


Утверждение 2. Плоскость, перпендикулярная оси конуса, пере- 
секает его по кругу, а его боковую поверхность — по окружности 
с центром на оси конуса. 


Утверждение 3. Всякое сечение шара плоскостью есть круг. 
Центр этого круга есть основание перпендикуляра, опущенного 
из центра шара на секущую плоскость. 


Утверждение 4. Любая диаметральная плоскость шара являет- 
ся его плоскостью симметрии. Центр шара является его центром 
симметрии. 


Утверждение 5. Касательная плоскость имеет с шаром только 
одну общую точку — точку касания. 


Утверждение 6. Через любую точку шаровой поверхности про- 
ходит бесчисленное множество касательных прямых, все они ле- 
жат в касательной плоскости шара. 


Утверждение 7. Линия пересечения двух сфер есть окружность. 


Утверждение 8. Объём цилиндра У вычисляется по формуле 
У = лА?Н ‚где В — радиус основания цилиндра, а Н — 
высота цилиндра. 


Утверждение 9. Площадь боковой поверхности цилиндра 5бок 
вычисляется по формуле 5бок = 27ЕН ‚где Е — радиус осно- 
вания цилиндра, а Н — высота цилиндра. 
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Утверждение 10. Площадь (полной) поверхности цилиндра бцил 
вычисляется по формуле бцил = 27 ВН +2л В? ‚где Е — радиус 
основания цилиндра, а Н — высота цилиндра. 


Утверждение 11. Объём конуса У вычисляется по формуле 


У = -лА?Н ‚где В — радиус основания конуса, а Н — высота 
конуба. 


Утверждение 12. Площадь боковой поверхности конуса бок 
вычисляется по формуле 5бок = ЛАГ ‚ где Е — радиус основа- 
ния конуса, а Ё — образующая конуса. 


Утверждение 13. Площадь (полной) поверхности конуса кон 
вычисляется по формуле бкон = Е (Ё+ Е) ‚где В — радиус 
основания конуса, а Ё — образующая конуса. 


Утверждение 14. Объём усечённого конуса У вычисляется по 
1 

формуле У = з7Я (Е? + Ег+ г?) ‚где А и г — радиусы 

нижнего и верхнего оснований усечённого конуса, а Н — высота 


усечённого конуса. - 


Утверждение 15. Площадь боковой поверхности усечённого ко- 
нуса бок вычисляется по формуле 5бок = (Е +т) Г ‚где В 
и г — радиусы нижнего и верхнего оснований усечённого конуса, 
а Г — образующая усечённого конуса. 


Утверждение 186. Площадь (полной) поверхности усечённого ко- 
нуса 5ус.кон вычисляется по формуле 5ус.кон = Т (Е+т)Ё+ 


п (В? +т?) ‚где В и г — радиусы нижнего и верхнего оснований 
усечённого конуса, а Ё — образующая усечённого конуса. 


Утверждение 17. Объём шара У вычисляется по формуле И = 


-пВЗ ‚где ЕВ — радиус шара. 


3 ‚ 
Утверждение 18. Площадь шаровой поверхности (сферы) 5 
вычисляется по формуле 5 = 4^В? ‚ где Е — радиус шара 
(сферы). 


Утверждение 19. Объём шарового сегмента У вычисляет- 
Н 
ся по формуле У = лН? (=- З) ‚где А — радиуса ша- 


ра_ а Н — высота шарового сегмента, либо по формуле У = 
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1 
-пН (Н ЛВ 3т3) ‚где Н — высота шарового сегмента, а г — 
адиус основания сегмента. 


® Утверждение 20. Объём шарового слоя У вычисляется по фор- 


1 
муле У = ты + гы (2 + т2) й ‚ где й — высота шарового слоя, 


а г: и т2 — радиусы оснований, 


® Утверждение 21. Объем У шарового сектора шара радиуса 


В вычисляется по формуле У = =лЕ?Н ‚ где Н — высота 
соответствующего шарового сегмент, 


® Утверждение 22. Плошадь шаровой поверхности шарового сег- 
мента (шарового сектора) 5 вычисляется по формуле 5 = 
21ЕН ‚где В — радиус шара, а Н — высота (соответству- 
ющего} шарового сегмента. 


рис.15. Прямой круговой цилиндр. рис.16. Прямой круговой конус. 
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рис.17. Шар рис.18. Сегменты шара и шаровой слой. 


Все формулы и утверждения, которые использовались для решения 
задач в предыдущих параграфах, могут пригодиться и в этом парагра- 


фе. 


Первый раздел. Подготовительные задачи. 


1. Плоскость касается двух касающихся шаров радиуса В игв 
точках АВ и В. Докажите, что АВ = 2\ Вт. 


2. Три шара попарно касаются друг друга, плоскость касается этих 
шаров в точках А, В и С. Стороны треугольника АВС равны 
аф ас с 


а, Бис. Докажите, что радиусы шаров равны —, — и . 

22 2а 

3. Два шара одного радиуса и два шара другого радиуса расположе- 
ны так, что, каждый шар касается трёх других шаров и данной 
плоскости. Докажите, что отношение большего из радиусов шаров 
к меньшему равно 2+ УЗ. 


4. Радиусы двух непересекающихся шаров равны К и г. Расстояние 
между их центрами равно а. Докажите, что длина общей каса- 
тельной к этим шарам не меньше чем а? — (Е + т)? и небольше 


чем а? (В -т)?. 
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5. 


[=] 


10. 


11. 


12. 


Две касающиеся сферы вписаны в двугранный угол величиной 2а. 
Первая сфера касается первой грани угла в точке А; а вторая 
сфера касается второй грани угла в точке В. Докажите, что от- 
резок АВ точками пересечения со сферами делится в отношении 
05? (и: 8112 а : с082 и. 


Из произвольной точки пространства опущены перпендикуляры 
на плоскости граней данного куба. Полученные отрезки являются 
диагоналями шести других кубов. Рассмотрим шесть сфер, каж- 
дая из которых касается всех рёбер соответствующего куба. До- 
кажите, что все эти сферы имеют общую касательную прямую. 


Сфера с диаметром СЕ касается плоскости АВС в точке С. АБ 
— касательная к этой сфере. Докажите, что, если точка В лежит 
на прямой РЕ. то АС = АВ. 


Дан куб АВСЛА, В.С: О, . Плоскость, проходящая через вершину 
А и касающаяся вписанной в куб сферы, пересекает рёбра А! В, 
и А: Р в точках К и М. Докажите, что величина угла между 
плоскостями АСК и АС! М равна 120°. 


. Два равных треугольника КГМ и КГМ имеют общую сторону 


КГ, причём (КЕМ = (ГКМ = 60°, КГ =1и ГМ = КМ = 
6. Плоскости КЕМ и КГМ перпендикулярны. Докажите, что 
радиус шара, касающегося середин отрезков СМ и КМ равен 


1137 
12 ` 
Из точек А и В проведены всевозможные касательные к данной 


сфере. Докажите, что все точки их пересечения, отличные от А 
и В, лежат в двух плоскостях. 


Центры трёх сфер, радиусы которых равны 3, 4 и 6, расположе- 
ны в вершинах правильного треугольника со стороной 11. Дока- 
жите, что существует всего 6 плоскостей, касающихся одновре- 
менно всех этих сфер. 


Боковая поверхность цилиндра, будучи развёрнута, представля- 
ет собой прямоугольник, в котором диагональ длины { состав- 
ляет угол а с основанием. докажите, что объём цилиндра равен 
43 сов? си эт а 

4п 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Площадь сечения цилиндра плоскостью, перпендикулярной к об- 
разующей, равна 51, а площадь осевого сечения равна 5›. Дока- 
жите, что площадь боковой поверхности цилиндра равна п52, а 


52 м пт 


Радиус основания конуса равен г, а угол при выршине в развёртке 
его боковой поверхности равен 90°. Докажите, что объём конуса 


пт3У15 
З 


Боковой повержностью конуса служит свёрнутая четверть кру- 


объём — 


равен 


п. 
га. Докажите, что полная поверхность конуса равна 3. ‚ если 


площадь его осевого сечения равна 5. 


Площадь боковой поверхности прямого кругового конуса равна 5; 
расстояние от центра основания до до образующей равно 4. До- 


5а 


кажите, что его объём равен 3. 


Площадь боковой поверхности конуса относится к площади осно- 
вания, как 2:1. Площадь его осевого сечения равна 5. Доказать, 


п5\/5 


что объём конуса равен ——. 
33 


Докажите, что объём конуса, радиус основания которого равен т, 
а площадь боковой поверхности равна сумме площадей его осно- 
2 п2гз 


вания и бокового сечения, равен 3 . 1 . 
и — 


Высота конуса равна диаметру его основания. Докажите, что от- 
ношение площадей его основания и боковой поверхности равно 


Уб:5. 


Плоскость, проведённая через вершину конуса, пересекает основа- 
ние по хорде, длина которое равна радиусу основания. Докажи- 
те, что отношение объёмов образовавшихся частей конуса равно 


(2т — 3/3) : (10т + 33). 
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Второй раздел. Конкурсные задачи. 


1. (м/м-76.4) Три шара, среди которых имеются два одинаковых, ка- 
саются плоскости Р и, кроме того, попарно касаются друг друга. 
Вершина прямого кругового конуса принадлежит плоскости Ра 
ось конуса перпендикулярна этой плоскости. Все три шара лежат 
вне конуса, причём каждый из них касается некоторой образующей 
конуса. Найти косинус угла между образующей конуса и плоскос- 
тью Р, если известно, что в треугольнике с вершинами в точках 
касания шаров с плоскостью один из углов равен 150°. 


2. (м/м-76.4) Внутри прямого кругового конуса, касаясь основания, 
лежат три шара радиусов 4, 4 и 5. Каждый из них касается 
двух других шаров и некоторой образующей конуса. Найти радиус 
основания конуса, если известно, что угол между основанием и 


1 
образующей равен Загс. 


3. (м/м-85.5) На плоскости ©, прожодящей через центр шара ради- 
уса ПД, задана окружность с центром в точке О\1 и радиусом т!, 
расположенная внутри шара. Все точки этой окружности соеди- 
нены прямыми с точкой А, принадлежащей шару и удалённой от 
плоскости © на расстояние В. Множество отличных от А точек 
пересечения этих прямых с поверхностью шара является окруж- 
ностью радиуса т2, плоскость которой образует угол ф с плос- 
костью а. Найти расстояние между точками А и О\. 


4. (м/м-89.5) Отрезок РО параллелен плоскости, в которой лежит 
прямоугольник КГММ, причём КГ =1, РО = 3. Все стороны 
прямоугольника КГММ и отрезки КР, ГР, №, МО, РО 
касаются некоторого шара. Найти объём этого шара. 


5. (м/м-93.5) Сфера радиуса В делит каждое из рёбер 5А, 5С, 
АВ и СВ треугольной пирамиды 5АВС на три равные части и 
проходит через середины рёбер АС и 5В. Найти длину высоты 
пирамиды, опущенной из вершины ©. 


6. (м/м-94.5) Дан куб АВСРА, В, С:П: . Сфера касается рёбер АР, 
Ор: , СР и прямой ВС, .Найти радиус сферы, если длина ребра 
куба равна 1. 
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11. 


12. 
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. (м/м-95.5) Три параллельные прямые касаются в точках А, Ви 


С сферы радиуса 4 с центром в точке О. Найти угол (ВАС, если 
известно, что площадь треугольника ОВС равна 4, а площадь 
треугольника АВС больше 16. 


(м/м-97(1).6) В кубе АВСРА,В!С! РТ: длина ребра равна 1. Од- 
1 


на сфера радиуса - касается плоскости АВС в точке А; другая 


сфера касается плоскости АВ: С\1 в точке ЕЁ; , лежащей на отрез- 
ке В:С\, причём В: Е, : ЕС! = 2:1. Известно, что эти сферы 
касаются друг друга внешним образом и точка их касания лежит 
внутри куба. Найти расстояние от точки касания сфер до точки 


. (м/м-97(2).5) В шаре радиуса 7 через точку 5 проведены три 


равные хорды АА’, ВВ’ и СС’ так, что АЗ = 8, А'5 = 3, 
В5 > В'5, С$ > С'5. Найти радиус сферы, описанной около 
пирамиды 5АВС. 


(м/м-97.6) Вокруг пирамиды АВСРО описана сфера. Вторая сфе- 
ра радиуса 1 касается первой внутренним образом в точке ОР, а 
также касается плоскости АВС. Известно, что 


4 
АР =3, соз( ВАС = -, со ВАО = со (САБ = ы 
5 У? 
найти объём пирамиды АВСО. 


(м/м-99.6) Три шара радиусов 1, 2 и 5 расположены так, что 
каждый из них касается двух других шаров и двух данных плос- 
костей. Найти растояние между точками касания первого из этих 
шаров с плоскостями. 


25 
(м/м-00(1).6) Вершины квадрата РОЙ5$ со стороной < лежат 
на сфере. Параллельные друг другу прямые проходят через точки 
Р, О, В и 5 и повторно пересекают сферу в точках Р:, 01, В: и 
5: соответственно. Известно, что РР, =2, ОО\ = 10, ВВ, =6. 
Найти длину 591. 


(ВМиК-70.5) В прямом круговом конусе с вершиной 5 угол между 
образующими 5А и 5В равен а, а угол между их проекциями на 
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14. 


15. 


16. 


17. 


плоскость основания равен В. Вычислить угол между биссектри- 
сами углов (ОБА и [ОЗВ, где точка О является центром круга, 
служащего основанием конуса. 


(ВМиК-70.5) Два прямых круговых конуса имеют общую верши- 
ну. Угол между осью и образующей одного конуса равен а, а его 
образующая является осью второго конуса, у которого угол между 
осью и образующей равен Д, причём В < а. Вычислить угол меж- 
ду двумя лучами, по которым пересекаются боковые поверхности 
конусов. 


(ВМиК-73.4) Точки А, В, С, О, Е, и Е лежат на сфере радиуса 
\2. Отрезки АБ, ВЕ и СЕ пересекаются в точке 5, находящей- 
ся на расстоянии 1 от центра сферы. Объёмы пирамид 5АВС и 
5РЕР относятся как 1:9, пирамид АВЕ и 5РЕС — как 4: 9, 
пирамид 5АЕС и 5ОВЕ — как 9:4. Найти отрезки 5А, 5В и 
5С. 


(ВМиК-88.6) Сфера с центром в точке О пересечена плоскостью 
Р. Внутри сферы расположены три шара, два из которых одного 
радиуса, а третий меньшего радиуса. Каждый из шаров касается 
двух других шаров, плоскости Р и сферы. Известно, что синус 
угла между плоскостью, проходящей через центры шаров, и плос- 


котью Р равен УР а косинус угла между радиусами меньшего 


и большего шаров, проведенными в точки касания их со сферой, 


равен -. Расстояние от центра меньшего шара до точки [9] равно 


15. Найти расстояние от точки О до плоскости Р, если известно, 
что оно больше 14. 


(ВМиК-91.6) Сфера радиуса Е Касается всех граней восьмигран- 
ника. Две грани — основания — расположены в плоскостях о и 
В а остальные шесть граней — боковые грани — представляют 
собой или равные между собой трапеции, или равные между собой 
равнобедренные треугольники. Боковые грани таковы, что каж- 
дая боковая сторона треугольника является одновременно боковой 
стороной трапеции, и а каждая боковая сторона трапеции является 
одновременно либо боковой стороной другой трапеции, либо боко- 
вой стороной одного из треугольников. Основания всех трапеций, 
имеющие длину м3, расположены в плоскости (В и образуют 
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многоугольник площади 12, а все другие основания трапеций и 
все основания треугольников расположены в плоскости а. Пло- 
щадь повехности сферы относится к суммарной площади боковых 
граней как п относится к 5. Известно, что 3 < В < 4. Найти В. 


(ВМиК-00(1).6)} В основании пирамиды 5АВС лежит треуголь- 
ник АВС, у которого АВ = 15/2, ВС = 20, а радиус окружнос- 
ти, описанной около этого треугольника, равен 5/5. На сторонах 
треугольника АВС как на диаметрах построены три сферы, пере- 
секающиеся в точке О. Точка О является центром четвертой сфе- 
ры, причем вершина пирамиды 5 является точкой касания этой 
сферы с некоторой плоскостью, параллельной плоскости основа- 
ния АВС. Нлощадь части четвертой сферы, которая заключена 
внутри трехгранного угла, образованного лучами ОА, ОВ и ОС 
равна 8п. Найти объем пирамиды 5АВС. 


(физ-72.5) На сфере, радиус которой равен 2 м, расположены три 
окружности радиуса 1 м, каждая из которых касается двух дру- 
гих. Найти радиус окружности, меньшей, чем данные, которая 
также расположена на данной сфере и касается каждой из данных 
окружностей. 


(физ-79.6) В плоскости Р дан равнобедренный треугольник АВС 
такой, что АВ = ВС =1 АС = 2а. Шар радиуса т касается 
плоскости Р в точке В. Две скрецивающиеся прямые проходят 
через точки А и С и касаются шара. Угол между каждой из этих 
прямых и плоскостью Р равен а. Найти расстояние между этими 
прямыми. 


(физ-80.6) Даны два прямых круговых конуса, имеющие общую 
вершину О иодинаковые длины высот. У каждого из этих конусов 
величина угла между высотой и образующей равна ф. Конусы 
расположены по одну сторону от плоскости а так, что только 
одна образующая каждого конуса (ОА для одного конуса и ОВ 
для другого) принадлежит плоскости а. Известно, что величина 


и п г 
угла между высотами конусов равна В, причём ф+В < 5. Найти 
величину угла между образующей ОА и плоскостью основания 
другого конуса. 


(физ-83.6) Дан трёхгранный угол с вершиной О, у которого вели- 
чина каждого из плоских углов равна ф. Плоскость сх пересекает 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


рёбра этого трёхгранного угла в точках А, В и С, причём отрез- 
ки ОА и ОВ равной длины, а отрезок ОС’ короче, чем отрезок 
ОА. Известно, что величина двугранного угла между плоскостью 
а игранью ОАВ равна В. Два шара расположены по разные сто- 
роны от плоскости а так, что каждый шар касается всех граней 
трёхгранного угла и плоскости а. Найти: 

1) величину угла между прямой, проходящей через центры шаров, 
и плоскостью грани ОАВ, 

2) отношение радиусов указанных шаров. 


(физ-92.8) Три шара радиуса В касаются друг друга, и каждый 
из них касается боковой поверхности конуса. Шары находятся вне 
конуса. Высота конуса перпендикулярна плоскости с, содержа- 
щей центры шаров. Угол между высотой конуса и его образующей 
равен ф. Найти расстояние от вершины конуса до плоскости а. 


(физ-93.8) Два шара радиуса т и цилиндр радиуса В (В > т) 
лежат на плоскости. Шары касаются друг друга и боковой по- 
верхности цилиндра. Цилиндр касается плоскости по своей обра- 
зующей. Найти радиус шара, меньшего чем данные, касающегося 
обоих данных шаров, цилиндра и плоскости. 


(хим-71.5) Три одинаковых прямых круговых конуса, радиусы ос- 


нований которых равны г составляют 4 их высоты, расположе- 


ны по одну сторону от плоскости Р, а их основания лежат в этой 
плоскости. Окружности оснований каждых двух из этих конусов 
касаются. Найти радиус шара, лежащего между конусами и каса- 
ющегося как плоскости Р, так и всех трёх конусов. 


(хим-81.4.Н) В прямом круговом конусе расположены два шара 
единичного радиуса, касающиеся основания конуса в точках, сим- 
метричных относительно центра основания. Каждый из шаров ка- 
сается боковой поверхности конуса и другого шара. Найти вели- 
чину угла между образующей конуса и основанием, при котором 
объём конуса наименьший. 


(хим-81.4.С) В прямом круговом конусе расположены два шара 
радиуса т, касающиеся основания конуса в точках, симметрич- 
ных относительно центра основания. Каждый шар касается боко- 


: 4 
вой поверхности конуса и другого шара. Высота конуса в 3 раза 
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больше радиуса основания. Найти объём конуса. 


(био-71.2) В усечённый конус, образующая которого наклонена под 
углом 45° к нижнему основанию, вписан шар. Найти отношение 
величины боковой поверхности усечённого конуса к величине по- 
верхности шара. 


(био-75.2) В усечённом конусе, образующая которого наклонена 
под углом 45° к нижнему основанию, вписан шар. Найти отноше- 
ние величины боковой поверхности усечённого конуса к величине 
поверхности шара. 


(био-96.4) Плоское сечение б5АВ, проходящее через вершину 5 
прямого кругового конуса, имеет площадь 60 см?. Точки А и В, 
лежащие на окружности основания конуса, делят её длину в отно- 
шении 1:5. Найти объём конуса, если угол Д5АВ равен 


агссо5 (5) . 


(геогр-80.3) В правильную шестиугольную пирамиду вписан пря- 
мой конус и около неё описан прямой конус. Даны высота пирами- 
ды Н и радиус основания описанного конуса А. Найти разность 
объёмов описанного и вписанного конусов. й 


(геогр-89.4) Даны четыре точки А, В, С, О, не лежащие в одной 
плоскости. Сфера касается прямых АВ и АР вточке А и прямых 
ВС и СБ в точке С. Найти площадь сферы, если известно, что 
АВ=1, ВОР =2, ДАВС = [ВАШ = 90°. 


(геогр-96(1).5) В сферу радиуса В вписан прямой круговой ци- 
линдр. Найти наибольшее значение боковой поверхности цилинд- 
ра и отношение его высоты к радиусу сферы в этом случае. 


(геол.ГФ-72.5) В треугольнике АВС АС = 12 см, АВ = ВС = 
3/10 см. Два шара касаются плоскости треугольника АВС в точ- 
ках А и С и расположены по разные стороны от этой плоскос- 
ти. Расстояние между центрами этих шаров равно 15 см. Центр 
третьего шара находится в точке В, и этот шар касается двух 
данных шаров. Определить радиус третьего шара. 


(геол.ГФ-74.4) В прямой круговой цилиндр с радиусом основания 


3+2./3 


= 1 сми высотой Н = см вписаны три одинаковых 
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37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


шара так, что шары касаются верхнего основания цилиндра, его 
боковой поверхности и попарно друг друга. Найти объём прямого 
кругового конуса, основание которого совпадает с нижним основа- 
нием цилиндра и который касается всех трёх паров. 


(геол.ГФ-80.5) На сфере радиуса 11 см расположены точки А, А1, 
В, В1, С и С:. Прямые ААД!, ВВ! и СС, взаимно перпендику- 
лярны и пересекаются в точке М, отстоящей от центра сферы на 
расстоянии \/59 см. Найти длину отрезка АА1, если известно, что 
длина отрезка ВВ: равна 18 см, а точка М делит отрезок СС\ 


в отношении (8 + 2): (8— 2). 


(геол.ГФ-85.6) Прямой круговой конус вращается вокруг оси — 
прямой, перпендикулярной его высоте и проходящей через вер- 
шину. Найти площадь сечения полученного тела вращения. плос- 
костью, проходящей через ось вращения, если длина образующей 
конуса равна 5, а длина высоты равна 4. 


(геол.ОГ-77.5.С) Найти радиус шара, описанного около правиль- 
ной треугольной пирамиды, у которой сторона основания равна 6, 
а угол между боковыми рёбрами равен а. 


(экон-71.5) В двугранный угол 60° вписан шар радиуса В. Найти 
радиус шара, вписанного в тот же угол и касающегося данного ша- 
ра, если известно, что прямая, соединяющая центры обоих шаров, 
образует с ребром двугранного угла угол 45°. 


(экон.К-71.4) На плоскости лежит шар радиуса В. Эту же плос- 
кость пересекает прямой круговой цилиндр радиуса г, причём об- 
разующие цилиндра перпендикулярны к плоскости. Центр шара 
удалён от оси цилиндра на расстояние р (р > В-+т). Найти 
минимально возможный радиус шара, который бы касался одно- 
временно цилиндра, плоскости и заданного шара. 


(экон.К ‚геол.ГФ-82.6) Длина меньшего основания равнобочной тра- 
пеции вдвое больше суммы длин её боковых сторон. Найти наи- 
большее возможное целое значение т такое, что площадь пол- 
ной поверхности фигуры, полученной вращением трапеции вокруг 
меньшего основания, в т раз болыше площади трапеции. 


(псих-70.4) В прямой круговой усечённый конус помещены два ша- 
ра так, что первый шар касается верхнего основания конуса, его 
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боковой поверхности и второго шара, а второй шар касается ниж- 
него основания, боковой поверхности и первого шара. Какую долю 
объёма конуса занимают оба шара, если образующая конуса на- 
клонена к нижнему основанию под углом @а? 


(псих-72.4) Известно, что АВ, АС, АР, ‚ ОГ — рёбра куба. Через 
вершины Ё, ЕЁ и середины рёбер АВ и АС проведена плоскость 
Р. Какую часть объёма шара, вписанного в куб, составляет объём 
меньшей из двух частей, на которые этот шар делится плоскостью 
Р? 


(псих-94.4) Длины боковых рёбер 5А и 5В четырёхугольной пи- 
рамиды 5АВСРО относятся как У7 : УП. Через точки А, В, О 
проведена сфера, пересекающая боковые рёбра 5А, 5В, 5 в точ- 
ках А!, В:, О\1 соответственно, причём АА, : А! 5 = 1:3. Через 
точки В, С, О, О! проведена ещё одна сфера, пересекающая бо- 
ковое ребро 5В в точке Е. Найти отношение длин отрезков 5ЁЕ 
и В: В. 


(филол-81.5.Н) Найти высоту и радиус основания прямого круго- 
вого конуса наибольшего объёма, вписанного в шар радиуса В. 


` 


Ответы. 


Планиметрия. 


Ответы к $31. Прямоугольные 


. (психфак-80.3) 


. (почв-89.4) 


. (физфак-95.4) 


. (ВМиК-81.3) А 


треугольники 


. (геол.ОГ-83.2) |АС| > |ВК|. 
. (геол.ОГ-88.1) 


3. |АБ]| боль- 
ше. 


. (химфак-95.4) 5. 
. (геогр-77.2) УТ. 
. (экон.М-97.3) 13. 


2т? 
. (физфак-94.4) — =, 
(физфа ) М4т? — п? 
2т?2 2тл, 


ЕЕ: 
4т? — п? \/4т? — п? 


филолог-90.3) 2:5. 


ВМикК-89.1) Можно. 


( 

. (филол-98.2) АВ = АС =2\10. 
( 
( 


физфак-88.2) В зш2а. 
15 +63. 


5 
12\13. 


сзш 2а 
2з1щ(а + 1)` 


. (физфак-95.4) 2Е зпаз В. 


= (6\/2+1), 
ВС = 53, НЕ 


. (мехмат-84.3) 


&2[ += 


. (геол.ОГ-77.4) 


‚ (экон.К-83.4) 
. (физфак-94.6) 


. (физфак-94.4) — 


. (ВМиК-77.2) 


. (геогр-94.4) 


. (геол.-96.6) =. 
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. (физфак-97.4) 6. 


2 
1+ 2. 20. 
2 
1+ 2 со 2а) 24 52а. 
5 


т 5л 


о 


. (геол.-83.2) |ВЁ| > |ВС|. 


а? +52 
5 $ 


а? + с? 
5 


7 Ч агссов 7/2 


10 


3 
(или агссов 5 > 2ГСсо8 = ) 


. (ВМиК-88.3) 40 


1 
2—т/2 


: о 25. 


= 
= 


Ответы к $2. Общие 
треугольники 


1. (ВМиК-89.1) Можно. 


. (ВМиК-89.1) Нельзя. 
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5 
. (химфак-96.4) 5 


25 


- у 
=. 


абс 


_ тёс + ПК + тта’ 
. (геол.-86.2) 3. 


У6 
УЗ-г 


. (геол.ОГ-78.4) 
. (физфак-93.4) В зп дов. 


. (геол.ОГ-84.4) 6. 


. (мехмат-90.1) 5(3У3 - 4) 


аб зш а 
` Ма2+ В - Эафсова’ 
. фэпа 

а о, 

Ма? + 5? - 2асоза 

а? 

(экон-98.6) ву” т? — -з= 
г Зт2 —а?. 


(экон.М-95.5) 3У3 + 4. 


сра + ев’ 


18. 


32. 


33. 


. (геол.-94.7) 


( 

. (ВМиК-94.4) 60 
( 
( 


. (геогр-85.4) — 
. (почв-83.4) —_— 


‚ (ИСАА-98.4) Е=8 


в. 


т 2) а) 


5 У Уи 05 3—1, 
п5Ум — 10/2(/3-— 1. 


. (химфак-88.4) 4 


8 
У15` 


. (ВМиК-96.4) 1 
. (филолог-84.4) 2. 


15 


. (биофак-86.4) 4 


ИСАА-92.4) /14. 


психфак-95.4) 8 
геол.-89.4) 3 — 3. 
25 
15У7 
16° 
2 
= > 6.5. 
3 > 6.5 


УЗ. 


. (почв-97.5) ——; 7. 


4’ 
(физфак-96.7) с\/2 + Е. 


35 


(геогр-95.4) 32. 


Ответы. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


азт(а + В) (1 + 3? В) 
12 эт а зш В 


(мехмат-96.3) /6 + 1;2/10. 


3 
19’ 
А: 


(почв-97.5) 3 


(геогр-94.5) —— 
(биофак-88.4) 30°; 90°. 
(геогр-96.4) 


(ВМиК-83.4) 


(ВМиК-97.5) 


({ВМикК-93.4) =. 
(геол-98(1).5) 
[К МГ = агссоз (-5) = 


. 4 
= п — агсяш =. 
5 


Ответы к $3. Подобие. 


У5 

>”. 
(физ-91.4) \/а(@а +5. 
(ВМиК-80.3) 202.8 
( 
( 


(м/м-86.2) 


экон-79.2) 15. 
почв-82.4) 3/3. 


о 


В(2/2- /2+\/2). 


7. 


. (геогр-78.3) 2 и 5. 


(ИСАА-94.3) Е 


._ 


. (геогр-87.3) —— 


9. (филолог-81.3) = 


. (экон.К-87.5) 


. (геогр-82.3) 


. (геол-95.6) 45°. 
. (психфак-93.4) ва. 


. (ВМиК-94.4) 7+ 4/3. 
. (экон-93.6) 195. 

. (м/м-78.3) 4.5 

. (экон-88.5) 11 

. (филолог-87.4) 2/3. 

. (физ-97.6) 18. 

. (мехмат-95.5) 9; 45. 


27 
10° 


. (физ-97.6) п: т. 
. (экон.К-85.3) 10 


. (экон-87.5) > 


. (почв-86.5) 2/7. 


У 145. 


137 


138 


1 
. (геогр-83.3) ов 


. (психфак-78.2) 


. (экон-97.3) 
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Ответы к 34. Углы в 
окружностях. 


. (геогр-79.3) 26. 
. (геол-95.7) У15. 


соз? деве р. 


. (м/м-96.3) 56/2. 
. (почв-88.2) 4/3 в 7°. 
. (психфак-83.4) 


[АВ| = |ВС| = 7УЗ, 
12С| = УЗ, |АБ| = 2/21. 


. (почв-96.5) 4/3. 


. (почв-84.4) (/- 1) (‹ + и р 


5 +56). 
. (экон.К-84.4) 10. 

. (м/м-91.4) = 

. (почв-85.4) 2. 

. (геол.ОГ-81.5) 2 

. (м/м-97.4) 9. 

. (ИСАА-95.4) УЗ. 

. (экон.К-86.4) 3/3. 


вп 15° 


81 75° 


18. (физ-95.8) \/ра. 


1 
19. (био-97.5) 5 


2 
20. (почв-94.5) 
21. (экон-90.3) 


22. (м/м-97.4) 
23. (геол-91.5) 


24. (ВМиК-97.4) — 


25. (био-95.5) эй 
26. (геол-93.5) 60°; 75°; 45°. | 
27. (физ-94.6) Ут? 4 п?. 
28. (геогр-95.4) 7. 

29. (почв-81.4) >. 


1 
30. (ВМиК-92.5) +(5+ У15). 


Ответы к $5. Другие задачи 


на окружности. 


1. (геол.ОГ-80.2) 330. 


ИСАА-93.3) 7. 


( 
(филолог-89.4) 2/21 — 9. 
( 
(био-92.3) 216. 


2. 
3. 
4. 


Ответы. 
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о ом 


10. 


21. 
22. 


. (почв-80.3) ^ 


. (физ-92.6) = 


. (хим-98(1).5) /53 или 13. 
. (физ-96.4) 90°. 


. (био-90.4) 2 
. (физ-96.4) а. 
. (физ-96.6) 


. (хим-98(2).5) 


(хим-91.5) 4/3 + 10м. 
(почв-95.4) 30°. 
(психфак-84.4) 6 + 2/2. 
(геогр-97.2) р- 


. (м/м-93.4) 2. 


({ВМиК-91.4) бт 


. (почв-90.3) УЗ + т 


: Шей 3) 
10/6 5 
р 49 ты т. — агсяп 7: 


+3 
бл ` 


2 


34 
15° 
25 


4а Е? 
168? - 3За?` 
27 
1. 
(экон.К-80.2) 9, 12, 15. 
(почв-87.4) 8. 


23. 


24. 


38. 


39. 


‚ (ВМиК-90.5) 


. (психфак-86.5) 


. (физ-80.5) 


. (физ-89.6) 


{геогр-81.4) 


(м/м-83.3) о — ав“ 


о. 
(био-78.3) 2 — — 


- (псих-98.5) (25+1) :с. 


—\Б. 


. (экон.В-98.5) =. 


15 
ЗБ т + Чо. 


. (м/м-98{(3). 4) агосоз 1. 


. (геол.ОГ-82.5) 5/2. 


. (психфак-96.4) 


— 
73’ 
в 


. (м/м-85.3) —— 


| Е 5. 
. (хим-97.5) 6. 


. (ВМикК-86.4) 2\/9 + 6/2. 


5 — 4 соз В 
8 эт В 


1) УВг; эт. 


(м/м-79.2) 1 


шп а 


а + В) 


зш(а + В) 


24 
М145' 
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1 
40. (экон-89.5) п — агссоз %2. 15. (м/м-98(1).4) 6. 
3 
41. (ИСАА-96.5) агосоз(——№_). 16. (био-83.4) 55. 


13 


13. 


14. 


Ответы к $6. Площади. 


1 
. (хим-93.3) 6. 


. (хим-94.4) 2. 


. (геол-96.7) т. 


. (геогр-90.4) 1:6. 


8с2 + За? 


. (физ-87.5) 35 


16 


. -97.4) —. 
(геол-97.4) 9 


‚ (ВМиК-95.3) 


\ (4? - а?) (а? - 67). 


|+ 


. (филолог-85.4) (33+ 4). 


. (хим-94.4) 9.12. 
. (геогр-92.4) 60. 


. (психфак-82.4) 5. 


. (почв-77.4) к 


(био-81.3) =”. 


(геогр-91.4) 24. 


. (физ-95.6) 


5 
. 2.5) —. 
(био-82.5) 7 


. (хим-86.4) 


40 


. (экон.К-79.2) 3. 
. (хим-96.4) 9. 
а? 
. (психфак-81.2) 5 (У? - 1). 


. (физ-97.4) 2+ %6. 


аб 
(а+5)?` 
375 


. (ВМиК-78.3) 


272 


. (психфак-90.4) 90-/3. 


7 
. -78.4) -. 
(геол-78 ) 1 


189/55 
88 ` 


. (био-87.4) Ю. 
. (био-91.4) =. 

7 
. (психфак-88.5) 2. 


. (геогр-93.4) 15. 


. (хим-80.4) агссов \/2(1- 5). 


Ответы. 141 
5 5 
32. (геогр-97.5) 1+ \/5. 9. (почв-93.4) 5; „. 
33. (психфак-97.5) 625:121. 10. (почв-91.4) У15 
> 
34. (м/м-96.3) /2; У5. 
1 86.4) 8 
35. (экон-96.5) 3/0. 1 филолов В) 
36. (био-85.4) 12. (геогр-98.3) 3. 
51+52- \/ (51:+52)2-451 52 512 а 
2 | 13. (почв-79.4) 10/3. 
3 
37. (м/м-87.3) + он: 
- 9.4) О уд 
4 
38. (геол-77.4) -. Ь 
Ве 15. (физ-97.8) < 
2 
39. (филол-79.1) 1082 (\ = 3"). 16. (м/м-94.4) а(а — 5). 
з 
40. (почв-92.4) Е _1). 17. (био-79.3) р 
Ответы к $7. Трапеции. 18. (ВМикК-84.3) 8. 
—. 
1. (био-77.2) |МО| = 2,13. 19. (м/м-89.3) —— 
2. (экон-80.3) 10 
493.85 20. (геол-92.5) ва 
3. (филолог-83.4) И ] 
2085 +1 
2 
4. (ВМиК-85.2) |8 5] > ОЕ. 21. (м/м-81.4) 2/3 тая 
5. (м/м-93.3) Нет. 22. (ИСАА-91.2) 72 
а. ВСР = АВС = =. 
7. (физ-96.4) са. 
24. (филолог-80.4) т. 


. (м/м-95.4) 3:29. 
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25. 
26. 


27. 


28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


. (геол-87.1) 


. (экон.К-78.2) соз ВАМ = 


. (филолог-92.3) 
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(м/м-77.2) 1и7. 
(геол.ОГ-88.3) 162. 


(хим-78.4) =". 


филолог-88.4) 4 + 2/7. 
филолог-91.5) 2/3. 


( 
( 
(экон-95.3) 36 или 8/19. 
(хим-95.4) 25. 

( 


м/м-80.3) 5 из. 


Ответы к 88. 
Параллелограммы. 


61/3 
н. 


. (хим-93.4) 8. 


. (экон-78.2) Длина стороны квад- 


рата равна 17; точка О лежит 
внутри квадрата. 


. (физ-88.4) 2агсё5 (54а). 


< 


78 
Завср = 5. 


9У3 
11° 


. (геогр-84.2) 13. 


. (экон.К-79.2) 7\/--. 


8 


12. 
13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


3 т 


. (филолог-82.4) — — — 


[ 18° 


. (экон-77.4) Ма? + 52 -саи 


Ма? + + аё. 
(м/м-88.3) 7 соз 40°. 4220°. 
(м/м-82.2) 4/5. 


(физ-79.5) 
М В| = 41, |МБ]| = 42; 
|МВ!| = 42, |№МП]| = 41, где 


а (1 - сова) + 2а+\У\ 
== 
2 


а (1 — сова) + 2а- У 
2 = 


2 
где У = 4а? + 49 (1 — соза) — 
Р эт? а. 


(био-80.4) АД = 8, АВ = 5. 
(хим-92.3) 10 + 4/3. 


(экон-91.3) ЕВ 


(экон-86.4) 4 —5). 


(геол-97.6) Г — 9” > 9. 
(почв-96.4) 4:5. 
(ИСАА-97.6) 5:4. 
Ответы к 39. Общие 


четырехугольники и 
многоугольники. 


Ответы. 


1. 


ночкроь 


( 
( 
. (био-93.5) 90°. 
( 
( 


. (филолог-78.5) 


. (почв-94.5) 


. (психфак-77.4) 


848 + 64/13, / 848 — 64\/13, 
М 308 + 64/13, \/308 — 64/13. 


. (ВМиК-98(1).4) РС = 6. 


экон-85.6) 3. 
хим-77.4) 1 


почв-95.6) 21. 
хим-89.4) 


2/2 + /2;2/5 — 2/2. 


. (психфак-83.3) 


прип=2 
и АВ: АС = 1 при п = 3; 

при остальных значениях п ре- 
шений нет. 


. (экон-94.6) 5:9. 
. (экон-84.5) 4/3. 
. (психфак-87.5) 30°. 


. (м/м-92.2) На продолжении. 


и 


. (психфак-92.3) 4 
. (ВМиК-79.3) 


|ЕМ| = 2/42 а + 3. 


У54-2 
а 


(геогр-89.5) УЗ. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


1. 
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(физ-96.8) агсзш ;. 


У37(2У6 — 1) 
33 

(геол-98(2).6} 319. 

14 

11. 

189 

25° 


(м/м-95.4) 10;2; се 


т 


(соц-98.4) 


(экон-92.5) 2; 


(психфак-91.4} —— 


(био-89.4) агсш 8 


(психфак-89.4) \/т? + (р-а)?. 


(геол-94.8) 


65 


(геол-79.5) 5 


(физ-81.6} отношение расст. от 
т. Е до прямых АБи ВС рав- 
но 1; 
баАрРЕ/5всЕ = 


(м/м-97.4) 9/2. 
(м/м-98(2).3) 


т — 1. 


22. 


Ответы к $10. Задачи 
последних лет. 


(ВМиК-99(1).4) У129+31 >" ее 


2. (ВМиК-99(2).6) У/б — и 
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3. 


19. 


20. 


. (геол-99(1 


. (геол-00.6) 


. (экон-99.4) $ = 


. (экон.В-99.3) 5 = 


. (ИСАА-99.6) 6 
. (ИСАА-00.2) Е=1. 


. (физ-98(1).4) \/10/2. 


. (физ-98(1).7) оз а. 
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(ВМикК-00(1).4) —_ 


. (ВМикК-00.6) 2 


3) 4/1. 


: о 90°, 25°, 65°. 


Ам _ 46 


. (геол-00(1).4) — 


м 9 
УВ 


42/51 , 
625 “` 


. (экон-00.4) 120°, 30°, 30°. 


157 2 
64 


. (экон.М-99.3) $ = а (3+3). 


8 


. (экон.М-00.4) 3:1. 


(У2-1). 


. (физ-98(2).4) 26. 


25с 

Ь+с. 

Ь. зп а - эт В 
Зэщ(а + В) ^ 


(физ-98(2).8) 


(физ-98.4) 


21. (физ-98.6) 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
35. 
36. 


282. а > 
с08 си Ш о 


я а 
=(-9- 
Е? - сов аи . (1 + эта). 


(физ-99(1).4) 7 _ 


(физ-99(1).6) в (-) ”. 


(физ-99(2).4) >. 


(физ-99(2).6) “РТ 9. 
(физ-99.3 


(физ-99.6 
(физ-00(1). 


ее. ее — 
о 
— 


атссовз 
(физ-00(1).8) 4:3. 
(физ-00{2).4) 23. 


а? — 62. 


(физ-00(2).8) 
(физ-00.4) 102%. 


(физ-00.6) са 
(м/м-99(1).4) 50°. 
(м/м-99(2).4) 24. 


(м/м-99.4) 
а) 1:1;5:9; 6) 5:21. 


Ответы. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
42. 


43. 
44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


(м/м-00(1).4) 20. 55. (сош-98.3) 1) 2; 2) 29. 


16 
-00(2).3) —. 1 

(м/м-00( ) ) 5 56. (соц-00.5) 177. 
-00.4) 6; 2. 

(м/м-00.4) 57. (филол-99.3) 15. 


(жж. т 
(хим-99(1).4) 4/3 эт 9 19. 58. (филол-00.2) 11. 


(хим-99.4) 6. 
( 


ВКНМ-99(1).4) 
5=т: 50(2+ 2) > 510. 


(хим-00(1).4) 5. 
(хим., ВКНМ-00.4) 12м. 


(био-99.4} т. 


315 


(биол-00.3) ——. 


(почв-99(1).5) 5. 
У6 
(почв-99.6) р 


(почв-00(1).5) >. 


(почв-00.6) 1 + УЗ. 


(геогр-99(1).4) 1) 60°; 2) 


ры 


(геогр-99.5) ы 
(геогр-00(1).4) 5. 


1820/21 


(псих-99.5) 9 
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Стереометрия. 16. (м/м-00(2).6) бо : 5в = 224: 
219. 
Ответы к $1. Общие свойства — 17. (ВМиК-77.5) У. 
тетраэдра. 6 
| 18. (ВМиК-81.6) Ут. 
1. (м/м-70.5) -\/5-— 2/6 зш р. 
2 19. (ВМиК-87.6} 231: 67. 
2 
2. (м/м-71.3) 5. 20. (ВМик-89.6) (25 - 1). 
3. (м/м-72.4) УЗ. 21. (ВМиК-94(1).6) СМ = 22. 
2р9 соз 5 
4. (м/м-73.4) ————“. 22. (ВМиК-97(1).6) Объём пира- 
Р-Я миды может принимать лю- 
5. (м/м-74.4) 36. бые положительные значения 
° до -И включительно. 
2 2 . 
6. (м/м-77.5) а 23. 
23. (физ-71.4) ЗВ = У 41? +а?, 
7. (м/м-78.5) 3. 32 , 
8. (м/м-79.5) бт угол равен агс\в ——. 
24. (физ-73.4) (В5С = 15°. 
9. (м/м-82.5) 50. 
25. (физ-75.5) а т 


10. (м/м-83.5) 55 к (7 Уп). 
26. (физ-76.5) ЕЁ = 2 см. 


11. (м/м-87.6) 9 
} 27. (физ-86.5) 95:9. 


12. (м/м-94(2).5) 86. 
13. (м/м-95(1).5) бкьмм = 52. 28. (физ-88.6} ; или >. 
14 -95(2).5) Уб. 
(м/м-95(2).5) 29. (физ-97.6) 2115. 
15. (м/м-98.6) 48. 10 
У 30. (хим-вт4) УХО. 


Ответы. 147 
Е АИ о :в) - 
У13+ 5 по с032 >> соз? 28. 
32. (био-84.4) 
ы (5 +6 (3 +8) в. 47. (псих-92.5) 5/2. 
Ответы к $2. Тетраэдры со 
33. (био-98.4) 91 специальными свойствами. 
: 4) 55. 
7 1. (м/м-75.4) $2 =9. 
34. (почв-78.4) атсвш (та). 19-/3 
ы 2. (м/м-90.6) УЗ или 55 
35. (геогр-88.4) 6 см. | 
Е 3. (м/м-96.5) < (48/13 — 743). 
36. (геогр-99(1).6) ->, 551. 49 
2 
: -98(1).5) 2 =. 
37. (геогр-99.6) ра ВЫ 2 
д 5. (ВМиК-74.5) 400. 
38. (геол.ОГ-79.5) 
4` 6. (ВМиК-75.5) УЗ. 50°. 
39. (геол.ГФ-83.6) г 
а - 7. (ВМиК-80.6) ^^ 
8 \/10 +610 Уз). 
. 8. (ВМиК-85.6) 
40. (геол.ОГ-83.6) 13. 60/2 + 152 | 
1+8“ Ета 
41. -ГФ-84.6 
и. } 9. (ВМиК-94.6) 133. 
М9 +2/15+2/7+ УЗ). 36 — 94/6 
йо 10. (ВМиК-95(1).6) Е 
1+22 
42. (геол.ОГ-84.6) р] . 11. (ВМиК- -96(1 ).6) 
1 т 2105 ‚ УЗ + 
43. (экон.К-77.5) $7. по‘ 
44. (экон-86.6) 3. 12. (ВМиК-98.4) 216. 
1 
45. (экон-92.4) а 13. (физ-70.4) 5 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


(физ-78.5.Н) у 


> 78.5.С) 


а ВУ. 


У5 


(Т.о 
(физ-82.5) 2 атсэша (5 я а- 


+ ото — 9112 в) . 


(физ-90.6) 


3—& 
ПтуЕ 


2) Отодхт 
3) При 1<Ё<З. 
2а? 
9/3 сов а` 
(физ-95(1).6) 
агссо$ УЗ „В 
3 ^2 


(физ-94.8) 


24. 


35. 


36. 


. (хим-74.5} В = 
. (хим-84.4) 


. (почв-82.5) 


. (геогр-83.5) агссов 


. (псих-79.4.Н) 2 


ву 
у. 


тп. 


(физ-95(2).8) 


. (хим-73.4) 3/15 (5+1), 


2 
2 ша /-. 
агсз / 


Нт 
г + Ут + 4Н?. 
4(У3+1. 


ОКЕ ЗИИ 
1+2/2+ У3 


46 
\/264Т. 


1,/6 
. „К-70.1} —4/-. 
(экон.К-70.1) 3\/- 


. (экон.К-76.4) 16,4. 


У2 


. „.В-99.5) ——а3. 
(экон.В-99.5) 12 


4 1 за 
. (псих-70.4) "на (« + 


& & 
9 ++ 155). 
+8 5 


2. 


я 


(псих-79.4.С) 2 
(филол-74.5) 


‚ а 4. 2а 
быш а (1- Зы =) 


А, 
(5 1— 3? :) 


Ответы. 
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а 


7. (филол-75.5) г РО: 


Ответы к $3. Пирамиды, 


13. 


. (м/м-71.3) 
. (м/м-75.4) 
‚ (м/м-81.5) а 


. (м/м-82.5) 


. (м/м-86.6) —— 


призмы и другие 
многогранники. 


В 


55 
16° 


. (м/м-84.5) 4 см. 


—- 


. (м/м-88.4) гы 
. (м/м-91.6) 1 

. (м/м-92.5) 12. 

. (м/м-93(1).5) 5. 

. (м/м-96(1).6) 9 


. (м/м-96(2).5) Пересекается реб- 


ро АВ, делится в любом от- 


ношении от 0 до считая 


56’ 


от вершины А. 


(м/м-98(2).5) С5 =3, СР = 
27 


8. 


(5 + вуз 21). 


И. 


22. 


23. 


26. 


‚ (ВМиК-78.5) 


‚ (ВМиК-95.6) 


. (м/м-99(2).6) 126. 


. (м/м-00.6) бА5Р = Зв. 
. (ВМиК-70.5) 


эпазш В 
\/1 - со? а сов? В. 


(ВМиК-71.5) 


агссо8 


3. а 22 ' 


с05 — .с08 — 


а" . 


. (ВМиК-72.4) шшеце\/?. 


3—5 
=. 


. (ВМикК-84.6) У8. 


31/2 + 36 
16 ` 


(ВМикК-98(1).6) о — 343. 


(ВМиК-99(1 5) 


(ее =] 


зуз Е? 


24. (ВМиК-99.4) 2/3\/2 — 4. 
. (ВМиК-00.4) 


9 
агссо8 (зая . 


и 


(физ-77.5) ——= т 
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27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
38. 


Подготовка к вступительным экзаменам в МГУ. ГЕОМЕТРИЯ. 


1+ 33 
=: 


(физ-81.5) 


(физ-82.5) 


и (91 В— 


—\/соз? В — шт? а). 


2 агсяп 


(физ-84.5) тая 


(=) 


(физ-85.5) 


ть я 
— + агсяшт 
у 31 
1 
0 <а< -. 
п 


(физ-87.6) 
1024. 


9 ; Ратсёе 


34 
4. . 


(физ-89.4) и 6 - У). 


(физ-91.6) 
17:20; 
2) 95а 
454. 
54 


(физ-94(2).8) 7 


(физ-95.6) ана (+= — р 


2 
(физ-96(1).6) 
3 а га 
$782 (1 =— СЕ >) . 
(физ-96(2).7) 12. 
(физ-96.6) 


а зп Взш 7 \/ соз2 77 — зп? В. 


(я+у2). 


40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 


. (физ-97(1).8) У. 
(физ-97(2).4) 3 
(физ-97(2).8) 
с со? “. И сова. 
(физ-99(1).8) 
“С (соз В). 
(физ-99(2).8) 

2а^/2 =. 
Уб+ащ (= агсыз У?) 
_ 4-22 
а @ 
(физ-99.7) 

13-1 


{А$С = агссоз = 


Из +3 
= 2 агссоз $ : 


(хим-70.5) 7: 17. 


[9 


(хим-71.5) 


4/28? 


(хим-72.4) — . 
зп а 


(хим-76.5) 6 см. 


(хим-78.3.Н) Параллелепипед, 
сторона основания которого име- 
ет длину 2 см, а боковое реб- 
ро имеет длину | см; искомый 


объём равен 4 см. 


(хим-82.4) \/51. 


51 
52 


Ответы. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 
57. 
58. 
59. 


60. 


61. 
62. 
63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


5 
-83.3) — 
(хим-83.3) 18" 
(хим-84.4) 8. 
ое 3 


(хим-85.4) — см 


ды 
6. /У(7+1)` 


зв. 


хим-99(1).5} 2м. 


(хим-87.4) 


(хим-90.5) 


хим-99.5) 24 


( 

( 
(био-82.3) а3(М2- 1}3. 
( 


био-84.4) У — ре пи- 


рамиды равна . Су- 
ществует ты такая 
секущая плоскость. 


12 
10+ у22' 


(геогр-82.5) 28 см?. 
(геогр-84.4) 5/2. 
(геол.ГФ-87.6) 3/41 см. 
м. 2. 


(почв-82.5) 


(геол.ОГ-73.4) —— 
(геол.ОГ-74.5) У, : У = 169: 
792. 


1+2 
т 


(геол.ОГ-85.6) 61. 


(геол.ОГ-84.6) 


68. 


69. 
70. 
71. 


75. 
76. 


77. 


78. 


. (экон.К-73.3) (с 
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(геол-94.10) 
(геол-99(1).6) 2+\9+ 4/3. 
(геол-99.7) 384. 


(экон-70.1) 
Размеры бруска ахьх с, где 


а =10|[1+./1- 
( 7+ \/19 


Ь —= 10[1-./1- 

( 7+ /19 
(25°) 

ис= ь 


+1) 5. 


. (экон.К-76.4) 16,4 м2. 


. (экон.К-84.6) Длины отрезков 


5@ и $5М равны - и 


ответственно. 


со- 


3 
(экон.К-86.6) 72 см?. 


(псих-71.2) Точка Р совпада- 
ет с точкой С, либо с точкой 


Ст. 


3 
-73.3) ==. 
(псих ) а то 
(филол-73.2) Подобное деление 
можно осуществить 
п (п —1) +2 способами. 


. (филол-76.5) Отношение объ- 


ёмов призмы и шестиуголь- 


32/21 


ной пирамиды равен з 
р т С 
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11. (м/м-99.6) ма. 


80. (филол-77.5) 7:20. 
81. (филол-81.5.С) 


12. (м/м-00(1).6) 55: = 2. 
3 8Узш 5 (м/м-00(1).6) 551 
В Ова-п. 13. (ВМикК-70.5) , 


агссоз (1 — $11 8 . (о г 


82. (филол-90.5) 8. 
(@ ) —\/з112 8 — 502 +))- 
#265° 
5“ 


83. (ИСАА-99.4) —— 


14. (ВМиК-70.5) 
2 


Ответы к $4. Шар, цилиндр, ВЕ а ыы 
конус и другие фигуры зп а 
працения: 15. (ВМиК-73.4) 
2 
1. (м/м-76.4) :. 5А=1 5В=-,, 
1 
5<=-=. 
2. (м/м-76.4) -. У? 
42+ 12/1 
3. (м/м-85.5) С о 16. (ВМиК-88.6) ^^. 
2 
28? — т2 +2Всозф\/ Е? - та. 1 20т 
. 7” 17. (ВМик-91.6) 3 я. 
4. (м/м-89.5) о т. 
пуп 18. (ВМиК-00(1).6) 50 (5/2 = 4). 
4 
-93.5) В. -У14. 
и 19. (физ-72.4) 1 -. 


6. (м/м-94.5) 2/2 - 5. 
7. (м/м-95.5) (ВАС = 75°. 


20. (физ-79.6) 


2а4ва\/ 27] вт а — (т? +12) зи? а 


8. (м/м-97(1).6) Уя. я ры — а? с03? © 
. (физ-80. 
9. (м/м-97(2).5) 8. ре. Г 


п 
р —агссо8 | с08 ф — 


10. (м/м-97.6) =. созф 


Ответы. 
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22. (физ-83.6) агсаш (35*=); 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
28. 
29. 
30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


\/Зв? — -ы5 
а о2® _ в` 
Зе о 1+ 5 


2У3 


—3 <°8?Р-! 


Е 


(Физ-92.8) 


зшф 

(физ-93.8) 

[7% — п") 2 
2(В-т) | 


223 —3, 


(хим-71.5) 


(хим-81.4.Н) в: и м ее 


(хим-81.4.С) 12лтз. 


(био-71.2) 2. 
(био-75.2) 2 
(био-96.4) 32т/78 см3. 


{геогр-80.3) 1ытНЕ?. 


{геогр-89.4) бл. 


(геогр-96(1).5) Наибольшее зна- 


чение боковой поверхности ци- 
линдра равно 2лВ?. Отноше- 
ние его высоты к радиусу сфе- 
ры в этом случае равно \/2. 


(геол.ГФ-72.5) 6 см. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


(геол.ГФ-14.4) У = ы смз. 


(геол.ГФ-80.5) 20 см. 


4 
50 агссоз -. 


(геол.ГФ-85.6) 5 


ОО 


1 те _ 
3 2 


а 
Азт — 

5 5 
(экон-71.5) 

— 2 1 
22-11 или У + Е 
2/2+1 22-1 
(экон.К-71.4) Минимально воз- 
можный радиус шара тп:в = 


2 
(УЕ+т=Р-Уп) } 
(экон.К-82.6) Наибольшее воз- 


можное целое значение т рав- 
но 8. 


(псих-70.4) 


2?“ (1 °>) 
#5 (1+18°5 


(5-4) (+42) 


(псих-72.4) Меньшая часть со- 


ставляет 57 объёма всего ша- 
ра. 


(псих-94.4) 21:23. 


. (филол-81.5.Н) Высота равна 


3, радиус основания равен 


ее: 
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